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Resumé 
I dette projekt har vi undersøgt betydningen af beviser og bevisførelse for matematiklæring med henblik på at vurdere, på hvilken måde beviser og bevisførelse kan bidrage til matematikundervisningen på gymnasieniveau.   Projektets metode er et litteraturstudium. Der er således foretaget en gennemgang og analyse af relevant litteratur, som er udvalgt med det mål at afdække forskellige synsvinkler og aspekter af beviser og bevisførelse i matematikundervisningen. Analysen er udarbejdet med udgangspunkt i det mål for matematikundervisningen, som præsenteres i rapporten ”Kompetencer og Matematiklæring” [Niss et al. 2002], der beskriver en anerkendt, kompetencebaseret systematik til forståelse og udvikling af matematikfaget. Endvidere anvendes et begrebsapparat, som er udviklet i forbindelse med DNR‐rammesystemet [Harel 2001; Harel 2008a; Harel 2008b], der er et system af pædagogiske principper specielt rettet mod at fremme elevers forståelse af beviser.   Vi betragter tænkemåder og bevisskemaer hos elever på forskellige undervisningstrin med særligt fokus på forholdet mellem det empirisk‐induktive og det deduktivt‐transformationelle bevisskema. Endvidere diskuteres betydningen af et intellektuelt behov for læring, de forskellige egenskaber og funktioner, beviser kan have, samt den udfordring, som er forbundet med, at der kun findes relativt løse normer for, hvad der udgør et tilfredsstillende matematisk bevis.   Vi konkluderer, at det deduktive ræsonnement er en central matematisk kompetence, som mange elever har svært ved at lære, men at træning i bevisførelse kan bidrage til at udvikle denne kompetence. Endvidere kan arbejde med beviser og bevisførelse medvirke til udviklingen af elevernes kompetencer inden for matematisk tankegang, problembehandling, håndtering af matematisk symbolsprog, formalisme og forskellige repræsentationer af matematiske sagsforhold samt kommunikation med og om matematik. Beviser kan desuden anvendes til at stimulere forskellige typer af intellektuelle behov og dermed gøde jorden for, at læring kan finde sted, og de kan bidrage til elevernes matematiske værktøjskasse i form af idéer, metoder og strategier til problembehandling og matematisk argumentation. Yderligere giver beviser og bevisførelse et indblik i matematikkens særlige karakter som fagområde.  
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Abstract  
In this project we examine the role played by proof and proving in learning mathematics to evaluate how they can contribute to high school teaching. The method applied is a literature review. Relevant literature has been selected with the aim of covering various views and aspects of proof and proving in the teaching of mathematics. The departure for our analysis is the mathematics teaching goal laid out in the report ”Kompetencer og Matematiklæring” (Competencies and Mathematical Learning) [Niss et al. 2002], which presents a recognized competency based system for understanding and developing mathematics as a teaching subject. In addition, we employ the concepts developed within the DNR framework [Harel 2001; Harel 2008a; Harel 2008b], which is a system of instructional principles aimed specifically at enhancing students’ conception of mathematical proof.   Our project considers ways of thinking and proof schemes in students, with a particular focus on the relationship between the empirical‐inductive and the deductive‐transformational proof scheme. We discuss the importance of the intellectual need for learning, the varied roles and functions of mathematical proof, and the challenges posed by the fact that what constitutes an acceptable proof is governed by relatively loose norms.   We explain how exercise in proving can contribute to learning deductive reasoning, which is a crucial matematical competency, yet difficult for many students to achieve. Furthermore, working with proof and proving can help develop competencies in mathematical thinking, problem tackling, handling of symbols, formalism and different representations of mathematical entities, and communicating with and about mathematics. Additionally, proofs can be used in stimulating various categories of intellectual need, thus laying the ground for learning to take place. They can also contribute with ideas, methods and strategies for problem solving and mathematical argumentation. Finally, proof and proving provide insight into the nature of mathematics as a subject. 
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1 Introduktion 
1.1 Indledning Dette projekt handler overordnet om formidling af matematik. Mere specifikt har vi valgt at se nærmere på beviser og bevisførelse i matematikundervisningen med henblik på at vurdere deres værdi i forhold til at lære matematik. Inden vi tager hul på det, vil vi kort betragte matematikundervisningens rolle i samfundet. Denne indledning bygger på [Niss 1994].   Det overordnede formål med at undervise i matematik må nødvendigvis afspejle opfattelsen af matematikkens rolle i samfundet. Matematikken har indflydelse på samfundets funktion og udvikling på mange måder. Som videnskab anvendes den i og på talrige andre videnskabelige områder såsom fysiske og ingeniørmæssige videnskaber, biologi, informatik, økonomi og sociologi, som alle er af stor betydning for samfundet, og den er involveret i alle menneskers hverdagsliv. At kunne matematik er således for moderne mennesker lige så essentielt som at kunne læse og skrive. Samfundet har således en interesse i at sørge for udnyttelse, vedligeholdelse og udvikling af matematikken.   Fordi matematikkundskaber er en efterspurgt men knap ressource, og fordi matematik spiller så vigtig en rolle i samfundet, er det eksperterne, der sidder på magten. De, der ikke besidder evner ud over det mest basale, vil stå uden for indflydelse på vigtige processer i samfundet, og almindelige borgere bør af den grund have indsigt i eksperternes ekspertise. Matematikundervisningens uddannelsesmæssige værdi ligger derfor først og fremmest i at give indblik i de konstituerende egenskaber og de grundlæggende drivkræfter bag udviklingen af naturen, samfundet og menneskers liv, hvilket ikke blot kræver specifikke kompetencer, men også overblik, viden og dømmekraft i forhold til overordnede mønstre og forbindelser i verden.   Set i det lys er det en vigtig opgave, vi står over for som fremtidige gymnasielærere i matematik. Dette projekt er således vores bidrag til en diskussion af, hvordan vi bedst muligt kan udfylde vores rolle i samfundet som formidlere og facilitatorer af almen matematisk dannelse.  
1.1.1 Beviser og bevisførelse i matematikundervisningen Det er vores oplevelse, at beviser og bevisførelse spiller en langt mindre rolle i matematikundervisningen i gymnasiet i dag, end det har gjort tidligere. Denne opfattelse er i første omgang opstået på baggrund af vores egne erfaringer, idet vi tilhører forskellige årgange og derfor har kunnet sammenligne den undervisning, vi hver især selv har oplevet. Desuden har vi af indlysende grunde interesseret os for, hvordan matematikundervisningen ser ud i det danske gymnasium i dag. En nærmere undersøgelse har vist, at vores opfattelse formentlig afspejler en international tendens.  [Hanna 2000] påpeger, at både det engelske og det amerikanske skolesystem bærer præg af det synspunkt, at en intuitiv fremgangsmåde med uformelle argumenter, undersøgelse og udforskning af matematikken i højere grad end bevisførelse kan bidrage til indsigt og 
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tekniske færdigheder. Denne anskuelse deles ikke af det etablerede matematiske samfund, som udtrykker bekymring over udviklingen i skolesystemets opfattelse af, hvad matematik er, og specielt bevisets placering. Vores agenda i dette projekt er derfor at undersøge, hvilken rolle beviser og bevisførelse kan og bør spille i gymnasiets matematikundervisning. 
1.2 Problemformulering En anerkendt måde at betragte læring af matematik på er, at det består i at tilegne sig et sæt af matematiske kompetencer. Formålet med undervisningen er gennem disse kompetencer at sætte eleven i stand til at begå sig med gennemslagskraft, overblik, sikkerhed og dømmekraft inden for matematikken. På den baggrund opstilles følgende problemformulering:  På hvilken måde og i hvilket omfang har beviser og bevisførelse værdi for læringen af matematik i gymnasiet?  Hvordan kan træning i beviser og bevisførelse støtte opbygningen og udviklingen af matematiske kompetencer og således bidrage til at opfylde undervisningens formål? 
1.2.1 Afgrænsning Når vi taler om beviser i dette projekt, er det i den forstand, de behandles i matematikundervisningen i gymnasiet. Det drejer sig om beviser for forskellige sætninger, regneregler m.m., som eleverne skal lære at bruge med en forståelse af baggrunden for at bruge dem. Eksempler er beviset for Pythagoras’ sætning, beviset for mellemværdisætningen, eller beviset for, hvorledes den afledte funktion til et polynomium ser ud. Vi taler om beviser, hvad enten de er skrevet op i et formelt sprog, eller om de er mere argumenterende i formen (ikke at forveksle med argumenterende i substansen). 
1.3 Metode Projektets undersøgelsesmetode er et litteraturstudie af videnskabelige artikler og andet relevant materiale om beviser og bevisførelse i matematikundervisning. Andet relevant materiale er først og fremmest Undervisningsministeriets udgivelse ”Kompetencer og matematiklæring” [Niss et al. 2002], men også artikler i mindre, ikke‐videnskabelige tidsskrifter er anvendt til inspiration og generel information om nøglebegreber.  Vi har ikke forsøgt at afdække litteraturen systematisk, da dette ikke ville være muligt inden for rammerne af dette projekt. Indledningsvist præsenterede vores vejleder os for en række artikler, som havde til formål at introducere os til projektets emne, men efterfølgende har vi  søgt artikler i RUC’s biblioteks tidsskriftsdatabase ud fra søgetermerne 
proof, proving, teaching mathematics og mathematics education. Dertil har vi på vejleders anbefaling søgt specifikt i tidsskriftet ZDM: International reviews on mathematical education. Endvidere har vi anvendt kædesøgning ud fra de mest relevante artiklers referencelister. Artiklerne er udvalgt med henblik på at belyse problemstillingen fra flere forskellige vinkler og repræsenterer således forskellige opfattelser af, hvilken rolle beviser og bevisførelse kan og bør spille i matematikundervisningen.   
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Analysen af artiklerne er foretaget i forhold til KOM1‐modellen, som er en anerkendt model for, hvad matematisk faglighed er, samt DNR2‐rammesystemet, som sigter mere specifikt på beviser og bevisførelse i undervisningen. KOM‐modellens beskrivelse af matematisk faglighed udgør således det mål for matematikundervisningen, som værdien af beviser og bevisførelse analyseres i forhold til, mens DNR‐rammesystemet primært bidrager med et begrebsapparat for analysen. Endvidere anvendes en række beviseksempler til at understøtte og konkretisere analysen. Heraf stammer en del fra de udvalgte artikler, mens andre er hentet fra lærebøger med det formål at illustrere og bidrage til vores egne pointer og argumenter. 
                                                        1 KOM står for Kompetencer og Matematiklæring. 2 DNR står for Duality, Necessity og Repeated reasoning. Betydningen af disse udtryk vil blive forklaret nærmere i afsnit 2.1.5. 
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2 Grundlaget for analysen 
2.1 Matematikundervisningens formål og væsen Det begreb om matematikundervisning, som ligger til grund for vores undersøgelse, er beskrevet i KOM‐projektet [Niss et al. 2002], der blev iværksat på initiativ af Naturvidenskabeligt Uddannelsesråd og Undervisningsministeriet med henblik på at udvikle matematikundervisningen i Danmark. Matematisk faglighed beskrives her i form af otte matematiske kompetencer samt tre former for overblik og dømmekraft vedrørende matematikken som fagområde. Projektets grundtanke er, at matematikundervisningen skal have som formål at fremme elevers og studerendes udvikling af disse kompetencer og former for overblik og dømmekraft. Vi har således sat os for at undersøge hvordan og i hvilket omfang beviser og bevisførelse kan anvendes i undervisningen for at støtte og udvikle de kompetencer, der beskrives i KOM‐projektet.   KOM‐projektets otte kompetencer kan inddeles i to undergrupper, idet de første fire kompetencer drejer sig om at kunne spørge og svare i og med matematik, mens de resterende fire drejer sig om at omgås sprog og redskaber i matematik. De otte kompetencer er:   1. Tankegangskompetence – at kunne udøve matematisk tankegang 2. Problembehandlingskompetence – at kunne formulere og løse matematiske problemer 3. Modelleringskompetence – at kunne analysere og bygge matematiske modeller vedrørende andre felter 4. Ræsonnementskompetence – at kunne ræsonnere matematisk 5. Repræsentationskompetence – at kunne håndtere forskellige repræsentationer af matematiske sagsforhold 6. Symbol‐ og formalismekompetence – at kunne håndtere matematisk symbolsprog og formalisme 7. Kommunikationskompetence – at kunne kommunikere i, med og om matematik 8. Hjælpemiddelkompetence – at kunne betjene sig af og forholde sig til hjælpemidler for matematisk virksomhed (inkl. IT)  De tre former for overblik og dømmekraft vedrørende matematikken som fagområde er:   1. Matematikkens faktiske anvendelse i andre fag‐ og praksisområder 2. Matematikkens historiske udvikling, såvel internt som i samfundsmæssig belysning 3. Matematikkens karakter som fagområde  Af de otte kompetencer har specielt seks af dem relevans i forhold til diskussionen af værdien af beviser og bevisførelse i matematikundervisningen. Derfor vil vi af hensyn til senere referencer bruge lidt plads på at gengive de nærmere beskrivelser af disse kompetencer. Det samme gør sig gældende for den form for overblik og dømmekraft, der 
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vedrører matematikkens karakter som fagområde. Beskrivelserne fremstår her med stort set samme ordlyd som i kildematerialet.  Tankegangskompetence: 
• At være klar over, hvilke slags spørgsmål, der er karakteristiske for matematik, selv at kunne stille sådanne spørgsmål og have blik for hvilke typer svar, man kan forvente. Særligt vigtig er matematikkens efterstræbelse af nødvendige og tilstrækkelige betingelser for et objekts besiddelse af en given egenskab.  
• At kende, forstå og håndtere matematiske begrebers rækkevidde (og begrænsning) og deres forankring i diverse domæner, at kunne udvide et begreb ved abstraktion af egenskaber i begrebet, at kunne forstå hvad der ligger i generalisering af matematiske resultater og selv at kunne generalisere sådanne til at omfatte en større klasse af objekter.  
• At kunne skelne, både passivt og aktivt, mellem forskellige slags matematiske udsagn og påstande, herunder “betingede udsagn”, “definitioner”, “sætninger”, “fænomenologiske påstande” om enkelttilfælde og “formodninger” baseret på intuition eller erfaringer med specialtilfælde. At forstå hvilken rolle eksplicitte eller implicitte “kvantorer” spiller i matematiske udsagn.   Problembehandlingskompetence: 
• At kunne opstille, dvs. detektere, formulere, afgrænse og præcisere forskellige slags matematiske problemer, ”rene” såvel som ”anvendte”, ”åbne” såvel som ”lukkede”. At kunne løse sådanne matematiske problemer i færdigformuleret form, egnes såvel som andres, og på forskellige måder.  Ræsonnementskompetence: 
• At kunne følge og bedømme et matematisk ræsonnement, dvs. en kæde af argumenter fremsat af andre på skrift eller i tale til støtte for en påstand, specielt at vide og forstå hvad et matematisk bevis er, og hvordan det adskiller sig fra andre former for matematiske ræsonnementer, f.eks. heuristiske ræsonnementer hvilende  på intuition eller på betragtning af specialtilfælde, og at kunne afgøre hvornår et matematisk ræsonnement faktisk udgør et bevis, og hvornår ikke. Heri indgår at forstå den logiske betydning af et modeksempel. At kunne afdække de bærende idéer i et matematisk bevis, herunder skelne mellem hovedpunkter og detaljer, og mellem idéer og teknikaliteter.  
• At kunne udtænke og gennemføre informelle og formelle ræsonnementer (på basis af intuition), herunder omforme heuristiske ræsonnementer til egentlige (gyldige) beviser.   Repræsentationskompetence: 
• At kunne forstå og betjene sig af forskellige slags repræsentationer af matematiske objekter, fænomener, problemer eller situationer. At kunne forstå de indbyrdes forbindelser mellem forskellige repræsentationsformer for det samme sagsforhold og have kendskab til deres styrker og svagheder, herunder informationstab og ‐tilvækst. At kunne vælge og oversætte imellem forskellige repræsentationsformer for et givet sagsforhold, alt efter situation og formål.  
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Symbol‐ og formalismekompetence: 
• At kunne afkode symbol‐ og formelsprog, at kunne oversætte frem og tilbage mellem symbolholdigt matematisk sprog og naturligt sprog, og at kunne behandle og betjene sig af symbolholdige udsagn og udtryk, herunder formler. At have indsigt i karakteren af og “spillereglerne” for formelle matematiske systemer (typisk aksiomatiske teorier).   Kommunikationskompetence:  
• At kunne sætte sig ind i og fortolke andres matematikholdige skriftlige, mundtlige eller visuelle udsagn og “tekster”, og at kunne udtrykke sig på forskellige måder og på forskellige niveauer af teoretisk eller teknisk præcision om matematikholdige anliggender, skriftligt, mundtligt eller visuelt over for forskellige kategorier af modtagere.   At have overblik og dømmekraft vedrørende matematikkens karakter som fagområde består eksempelvis i at kunne svare på spørgsmål som: 
• Hvad er karakteristisk for matematikkens problemstillinger, tankegange og metoder? 
• Hvilke slags resultater leverer den, og hvad bruges de til? 
• Hvilken videnskabsteoretisk status har dens begreber og resultater? 
• Hvordan er matematikken opbygget? 
• Hvordan er dens forbindelse til andre discipliner? 
• På hvilke måder adskiller den sig som videnskab fra andre discipliner?  Det skal pointeres, at de otte kompetencer ikke er fuldstændigt adskilte, men i et vist omfang overlapper og har indflydelse på hinanden. Endvidere bidrager samtlige otte kompetencer til den form for overblik og dømmekraft, der vedrører matematikkens karakter som fagområde. Udvælgelsen af disse seks kompetencer skal desuden ikke forstås derhen, at vi mener at beviser og bevisførelse intet som helst har med de øvrige kompetencer at gøre, men forbindelsen er mere perifer og er derfor ikke af primær interesse.  
2.1.1 Fokus på bevis og bevisførelse Vi har specifikt interesseret os for, hvorledes matematikundervisning kan bedrives med henblik på at vurdere, hvilken rolle beviser og bevisførelse kan og bør spille i undervisningen. For at kunne give en velfunderet analyse af værdien af beviser og bevisførelse har vi valgt at basere den på DNR, som er et rammesystem af pædagogiske principper for matematikundervisning [Harel 2001; Harel 2008a; Harel 2008b], der har til formål at fremme studerendes forståelse af matematik og specielt matematiske beviser og bevisførelse. Anvender man DNR‐rammesystemets formål som pejlemærke for matematikundervisningen står det naturligvis ikke til diskussion, at det er værdifuldt at arbejde med beviser og bevisførelse i undervisningen. Derimod kan rammesystemet bidrage til en kvalificeret diskussion af, hvilken værdi beviser og bevisførelse kan tilføre matematikundervisningen, fordi det anlægger nogle synsvinkler og specificerer en række begreber, som vi kan anvende til at gøre vores egen argumentation mere klar. Derfor vil vi 
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kort gennemgå de af rammesystemets begreber og principper, der har relevans for denne diskussion. Disse er  
• en definition på matematik, som fører til 
• begreberne forståelses‐ og tænkemåder, 
• en introduktion til bevisskemaer, 
• begreberne RPG og PPG, samt 
• et bud på, hvordan beviser og bevisførelse kan understøtte nogle af matematikundervisningens delformål.   Det skal præciseres, at rammesystemets undervisningsprincipper er udviklet med henblik på bachelorstuderende. Men fordi der er tale om generelle principper, vil vi argumentere for, at de uden videre kan overføres til undervisningen i beviser og bevisførelse i gymnasiet, selvom det foregår på et mindre avanceret niveau.  
2.1.2 DNR‐rammesystemets begrebsapparat DNR‐rammesystemet anvender en definition på matematik som bestående af to forskellige videnskategorier: Ways of understanding og ways of thinking. I det følgende vil vi anvende betegnelserne forståelsesmåder og tænkemåder. De to videnskategorier kræver lidt uddybning. 
Forståelsesmåder En persons udsagn og handlinger kan være udtryk for kognitive produkter af en mental proces. Sådanne produkter betegnes som personens måde at forstå på i forbindelse med den mentale proces. Når en person eksempelvis ser symbolet ¾, så kan han eller hun udføre en fortolkningsproces for at producere en mening med dette symbol. Fortolkningen er personens måde at forstå dette symbol på. Ligeledes er en bestemt løsning på et problem det kognitive produkt af problemløsningsprocessen, og et bestemt bevis for en påstand er det kognitive produkt af den proces, det er at bevise noget. Løsningen og beviset er således hver især forståelsesmåder.  
Tænkemåder Gentagne observationer af en persons forståelsesmåde kan afsløre særlige kognitive karakteristika ved den mentale proces. Sådanne karakteristika betegnes som personens tænkemåde. For eksempel kan en lærer, som følger sin elevs løsninger af matematikopgaver slutte, at elevens fortolkning af symboler er karakteriseret ved at være ufleksibel. Ligeledes kan læreren ved at følge elevens udarbejdelse af matematiske beviser, slutte, at elevens retfærdiggørelse af matematiske påstande typisk er baseret på empiri, eller alternativt på regler for deduktion. Måden at fortolke symboler på og måden at udarbejde beviser på er således hver især tænkemåder.  Som det fremgår af eksemplerne, kan begreberne forståelsesmåder og tænkemåder opfattes som generaliseringer af begreberne bevis og bevisskema. I det specifikke tilfælde, hvor den mentale proces er ”at bevise noget”, er selve beviset et produkt af denne proces, mens bevisskemaet er noget karakteristisk for processen.  
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 Figur 2.1: Relationen mellem forståelsesmåder (ways of understanding) og tænkemåder (ways of thinking). Fra [Harel 2008a]. Matematik beskrives således som fællesmængden af to forskellige videnskategorier, hvor den ene kategori består af de aksiomer, definitioner, teoremer, beviser, problemer og løsninger, der udgør alle de institutionaliserede forståelsesmåder, som er udviklet gennem matematikkens historie. Den anden kategori består af alle de tænkemåder, som er karakteristiske for de mentale processer, hvis produkter udgør den første delmængde. Af disse tænkemåder er deduktiv ræsonnering den væsentligste og mest centrale [Harel 2008a].  
2.1.3 En taksonomi for bevisskemaer Begrebet bevisskema dækker som nævnt over bestemte tænkemåder i forbindelse med bevisførelse. [Harel & Sowder 1998] definerer bevisskema på følgende måde: 
A persons proof scheme consists of what constitutes ascertaining and persuading for 
that person.  [Harel & Sowder 1998]  Nogle bevisskemaer betragtes som hensigtsmæssige – det er dem, der udgør de institutionaliserede matematiske tænkemåder – mens andre er uhensigtsmæssige, fordi de er udtryk for begrænset eller manglende forståelse og ofte vil føre til matematiske fejlslutninger. Harel & Sowder har udarbejdet en detaljeret taksonomi for bevisskemaer i forbindelse med det samme forskningsprojekt, som ligger til grund for DNR‐rammesystemet. For nuværende er det dog tilstrækkeligt med et uddrag, som giver et overblik over de væsentligste typer af bevisskemaer.   
Ekstern overbevisning  Empirisk  Deduktivt Autoritativt  Perceptivt  Transformationelt Rituelt  Induktivt  Moderne aksiomatisk Ikke‐refererende     Tabel 1:  Oversigt over bevisskemaers taksonomi. Tilpasset efter [Harel & Sowder 1998] Vi vil ikke gå nærmere ind i den type af bevisskemaer, som er forskellige former for ekstern overbevisning, men blot nævne, at de eksisterer. Det kan f.eks. være, at man lader sig overbevise af lærerens eller lærebogens autoritet (autoritativt), bevisets format, f.eks. at et bevis er en række af ligninger med biimplikationer imellem (rituelt), eller manipulation af 
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symboler, uden at disse refererer til noget meningsfyldt for eleven (ikke‐refererende). Vi vil dog primært interessere os for det deduktive bevisskema og den indflydelse, det empiriske bevisskema kan have på det deduktive.  Det empiriske bevisskema kan enten være visuelt (perceptivt) eller forlade sig på direkte målinger eller numeriske beregninger og eksempler, idet eleven ser, at påstanden holder i et antal specifikke tilfælde og deraf slutter, at den må gælde generelt (induktivt).  Det deduktive bevisskema består af to kategorier: det transformationelle og det moderne aksiomatiske. Det transformationelle bevisskema er karakteriseret ved generalitet, operationel tænkning og logisk inferens. Generalitet refererer til elevens forståelse af, at det, der skal bevises, må gælde ”for alle” og ikke blot i nogle eller de fleste tilfælde. Operationel tænkning viser sig ved, at eleven er i stand til at lægge en strategi for beviset ved at identificere mål og delmål i processen og forsøge at forudsige deres udfald undervejs. Endelig forstår eleven, at matematisk argumentation i sidste ende bygger på logisk inferens, og følgelig tager han eller hun regler for logisk inferens i anvendelse. Det moderne aksiomatiske bevisskema har de samme tre karakteristika som det transformationelle, men dertil kommer en forståelse af, at ethvert bevis må kunne føres tilbage til et aksiomatisk grundlag, der som udgangspunkt skal defineres, og at dette grundlag bestemmer den matematiske virkelighed. [Harel & Sowder 1998; Harel 2008a]  Det empiriske bevisskema er dominerende for alle mennesker i de tidligste faser af livet, men overgangen til at lære deduktiv ræsonnering er lettere for børn, der er opvokset i et miljø, hvor de er blevet ansporet til selv at skabe mening og hvor det at argumentere er en integreret del af deres sociale interaktion med voksne, end den er for børn, der ikke har haft en sådan opvækst [Harel 2008a]. Denne observation peger på, at hensigtsmæssige matematiske tænkemåder ikke nødvendigvis er særlige mentale evner, man er født med, men noget, som kan læres.  
2.1.4 PPG og RPG To forskellige specialtilfælde af henholdsvis det empirisk‐induktive og det deduktive‐transformationelle bevisskema er ofte forekommende og meget illustrative eksempler på forskellen mellem de to tænkemåder: Result pattern generalisation (RPG) eller resultatmønstergeneralisering, og process pattern generalisation (PPG) eller procesmønstergeneralisering. Resultatmønstergeneralisering er en tænkemåde, hvor eleven baserer sit bevis på en regularitet i numeriske resultater og anvender denne observation til at generalisere ud fra. Et sådant mønster kan eleven f.eks. opdage ved at forsøge sig med at indsætte forskellige talværdier i en formel. Dermed er der tale om en induktiv generalisering ud fra individuelle eksempler. Dette vil vi komme nærmere ind på med konkrete eksempler i afsnit 3.1.2.  I procesmønstergeneralisering er beviset i stedet baseret på en regularitet i den proces, der frembringer resultaterne. Vejen til at erkende dette procesmønster kan meget vel gå via erkendelse af et mønster i numeriske resultater [Harel 2008a; Palla et al. 2012]. Men selvom eleven måske i første omgang opdager sammenhængen ved at studere resultaterne, anvender han eller hun deduktion til at bevise den generelle påstand. Forskellen mellem de to tænkemåder er fundamental. Eksempelvis er det et udtryk for RPG, hvis en elev ”beviser”, at det generelle udtryk bag talfølgen 1, 2, 4, 8, 16, … er 2n alene fordi dette stemmer overens 
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med de numeriske værdier. Hvis eleven derimod når frem til den samme konklusion ved at vise, at talfølgen er opstået ved en generel proces, nemlig gentagen multiplikation med 2, er det et udtryk for PPG [Harel 2008a]. 
2.1.5 Den gode matematikundervisning Den gode matematikundervisning skal ifølge DNR‐rammesystemets opfattelse tilsigte at fremelske de forståelses‐ og tænkemåder, som er almindeligt anerkendte inden for matematiksamfundet [Harel 2008a]. Vejen hertil går gennem tre overordnede undervisningsprincipper. Akronymet DNR står således for duality, necessity og repeated 
reasoning, som dækker over følgende:  
• Duality eller dualitet er et princip, som bygger på den indbyrdes afhængighed mellem forståelsesmåder og tænkemåder. En elevs måde at tænke på har indflydelse på den måde, hvorpå han eller hun forstår matematiske begreber. Omvendt påvirker elevens forståelse af matematiske begreber også hans eller hendes måde at tænke på [Harel 2008b]. 
• Necessity eller nødvendighed er princippet om, at viden skabes som svar på et intellektuelt behov, og for at elever kan lære matematik, er de nødt til at opleve et sådant behov. Et intellektuelt behov opstår som følge af en problematisk situation, som eleven har brug for ny viden til at kunne løse [Harel 2008b].  
• Repeated reasoning eller gentagen ræsonnering er det tredje og sidste princip, som går ud på, at elever er nødt til at øve sig i at ræsonnere for at kunne tage de ønskede, hensigtsmæssige matematiske forståelses‐ og tænkemåder til sig [Harel 2008b]. Det er ikke et spørgsmål om at indøve rutineproblemer, men om at udsætte eleven for den samme form for ræsonnement gentagne gange, indtil det bliver internaliseret og derefter kræver langt mindre ”proceskapacitet” at anvende det.  Forståelsesmåderne er som tidligere nævnt matematikkens håndgribelige resultater: aksiomer, definitioner, teoremer, beviser, problemer og løsninger – konkrete emner, som man kan undervise direkte i. Opfattes matematikken alene i form af forståelsesmåder, begrænses spørgsmålet om, hvordan undervisningen skal tilrettelægges, til et spørgsmål om, hvordan man i en logisk rækkefølge introducerer eleverne til disse emner. Med tænkemåderne forholder det sig anderledes kompliceret. Som nævnt er hensigtsmæssige matematiske tænkemåder ikke medfødte egenskaber, men noget som kan læres. Men ifølge [Harel 2001] er matematiske tænkemåder ikke noget, man kan lære elever direkte. Den eneste måde, hvorpå man kan hjælpe elever til at udvikle og forfine deres matematiske tænkemåder, er ved at lære dem passende forståelsesmåder i forbindelse med  
• løsning af matematiske problemer,  
• kommunikation af matematik, og  
• argumentation for og bevis af matematiske påstande.  Det er denne sammenhæng mellem forståelsesmåder og tænkemåder, som er kernen i dualitetsprincippet.   Eksperimenter med undervisning baseret på DNR‐principperne førte til, at eleverne bevægede sig fra deres eksisterende bevisskemaer til i højere grad at benytte et 
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transformationelt bevisskema, som er en instans af det deduktive bevisskema (se Tabel 1). Denne form for bevisskema repræsenterer en mere moden matematisk tænkemåde, hvor eleverne i et generelt sprog formulerer deres formodning om et bestemt resultat og derpå anvender logisk deduktion til at vise, om formodningen er sand eller falsk. Sideløbende med at eleverne udviklede deres måde at tænke matematik på, opnåede de også en god forståelse for det specifikke matematiske emne, der blev undervist i [Harel 2001]. Det øgede fokus på vekselvirkningen mellem forståelses‐ og tænkemåder behøver altså ikke nødvendigvis at betyde, at forståelsesmåderne – de konkrete matematiske emner – kommer i anden række.  Mere konkret betyder dualitetsprincippet og princippet om gentagen ræsonnering altså, at det at arbejde med beviser og bevisførelse er medvirkende til at træne eleverne i den deduktive tænkemåde. I tråd med denne opfattelse anfører [Hanna & de Villiers 2008], at beviser og bevisførelse kan bidrage til en måde at tænke på, som øger den matematiske forståelse.  
2.1.6 DNR‐rammesystemets relevans for matematikundervisning i gymnasiet Målsætningen om at fremme de forståelses‐ og tænkemåder, som er almindeligt anerkendte inden for matematiksamfundet, giver naturligvis mening i forhold til undervisning af matematikstuderende, som er på vej til at blive en del af dette samfund. Spørgsmålet er, om det er relevant for gymnasieelever. Vores svar er: Ja, eftersom denne målsætning er i god overensstemmelse med KOM‐projektets begreb om matematikundervisning og matematisk faglighed.  Som anført tidligere er det at have overblik over matematikkens karakter som fagområde en væsentlig del af at besidde matematisk faglighed, sådan som den beskrives i KOM‐projektet. Hertil hører blandt andet en forståelse af, hvad der er karakteristisk for matematikkens tankegange og metoder, hvordan den er opbygget og hvordan den som videnskab adskiller sig fra andre discipliner [Niss et al. 2002], hvilket i høj grad hænger sammen med de matematiske forståelses‐ og tænkemåder, sådan som DNR‐rammesystemet definerer dem. I overensstemmelse hermed fremsætter [Mariotti 2006] det synspunkt, at matematiklærere bør være formidlere mellem skolefællesskabet og matematikfællesskabet, og som sådan er de forpligtede til at indføre eleverne i de væsentligste elementer af matematikkens univers. Denne opfattelse deles også af [Hanna & de Villiers 2008], som endvidere anfører, at det at arbejde med beviser og bevisførelse i undervisningen er afgørende for at skabe en forbindelse mellem skolematematik og matematik som fagområde. Rent praktisk er der desuden en værdi i, at gymnasieelever får et indblik i matematikken som fagområde, således at de, der efterfølgende vælger en videregående uddannelse, kan foretage dette valg på et rimeligt kvalificeret grundlag, og de, der vælger en uddannelse med matematisk indhold, kan være passende klædt på til at klare overgangen fra gymnasiet til universitetet. Endvidere indgår de forståelses‐ og tænkemåder, som er almindeligt anerkendte inden for matematiksamfundet, også i forskellig grad og på forskellige måder i KOM‐projektets otte kompetencer. I særdeleshed drejer det sig om de seks kompetencer, der blev fremhævet tidligere. Uden konkrete eksempler vil vi kun kunne gøre rede for denne sammenhæng i meget generelle vendinger. Derfor vil vi undgå en sådan redegørelse på dette sted i rapporten og i stedet lade sammenhængen træde frem i den nærmere analyse og diskussion af beviser og bevisførelse, som følger. 
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3 Analyse og diskussion 
3.1 Tænkemåder i bevisførelse  I det følgende ser vi nærmere på to forskellige tænkemåder: det induktive og det deduktive bevisskema. Vi undersøger, hvorfor det induktive bevisskema ofte er dominerende og virker overbevisende, samt hvorfor det deduktive bevisskema kan være svært at tilegne sig, og hvordan det kan styrkes ved at arbejde med beviser og bevisførelse. 
3.1.1 Det generelle udsagn For mange elever er det empiriske bevisskema fremherskende, når de skal løse matematiske problemer. [Epp 1998] konstaterer, at der er mange college‐studerende, som selv efter 3‐4 år i high school forsøger at stille sig selv og læreren tilfreds med empirisk bevis, som i følgende eksempel:   Bevis sætningen: Kvadratet på et ulige tal er ulige.  
 Nogle af de studerende efterviser med nogle eksempler:  32 = 9  52 = 25 72 = 49 92 = 81  112 = 121   De konstaterer derpå, at alle resultaterne er ulige og spørger til sidst: ”Er det ikke nok?”  Det første problem for disse studerende er at forstå den logiske størrelse: et generelt udsagn. Sætningen, som søges bevist, er jo et udsagn om alle ulige tal, selvom en mindre skarp studerende måske kan forvirres af, at udsagnet gælder ”et” (et eller andet?) ulige tal. Denne generalitet er ikke udtrykt eksplicit, men den følger deraf, at eftersom sætningen ikke tager forbehold for nogen ulige tal, gælder den alle ulige tal. Den stillede opgave efterspørger hos eleven en skarphed omkring nødvendige og tilstrækkelige betingelser for at en sætning er gyldig. Kompetencen til at håndtere disse spørgsmål af generel art og at besvare dem med almen gyldighed er ikke på plads hos disse elever.  
3.1.2 Det empiriske bevisskema [Stylianou et al. 2006] har i en undersøgelse forsøgt at afdække, hvordan studerende forsøger at konstruere beviser. De gav nogle 1. års studerende en opgave:  
Hvad får man, når man adderer et lige og et ulige tal?   1. Vis, at det fundne gælder altid 2. Vis, at for alle heltal n gælder, at n2 + n er lige 
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3. Vis, at for alle irrationelle tal x gælder: x – 8 er irrationelt.  Elevernes arbejde med opgaven blev afdækket ved interviews og analyseret for at identificere hvilket bevisskema, der forelå hos den studerende. Desuden blev deres arbejde med opgaven undersøgt med udgangspunkt i et problemløsningsperspektiv, baseret på [Schoenfeld 1985], ud fra den tanke, at både problemløsningsmåde og bevisskema afspejler en til grund liggende tænkemåde. [Stylianou et al. 2006] anvender udtrykket analytisk 
skema, som stort set er synonymt med Harel & Sowders deduktive bevisskema, og beskriver i en 5‐punktsliste, hvordan eleverne arbejder, hvis de følger et deduktivt bevisskema:   1) Klarlægning af målet med beviset 2) Introduktion af passende sæt af symboler 3) Udforskning af definitioner, der bringes i spil 4) Dybere indsigt i det matematiske problem 5) Tilbagevenden til bevisets mål   
 Figur 3.1: Den analytiske tænkemåde ved udarbejdelsen af et bevis er karakteriseret i fem punkter. Fra [Stylianou et al. 2006]. De elever, som anvendte et empirisk bevisskema, gav sig til, efter at have læst opgaven, at udforske spørgsmålet ved hjælp af regneeksempler. De regnede et større antal eksempler igennem, indtil de følte sig overbevist om, at de havde fundet et mønster i resultaterne, som så ud til at holde generelt. Regneeksemplerne kunne være systematisk tilrettelagt i et forsøg på at indfange alle principielt forskellige taleksempler, eller de kunne være baseret på tilfældigt valgte tal, men eksemplerne var under alle omstændigheder gennemregnet med det mål at genkende et mønster i resultaterne, som eleverne følgelig generaliserede ud fra. (Dette er den tænkemåde, [Harel 2008a] betegner som RPG.) Derimod udfoldede 
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eleverne meget få aktiviteter i retning af at opskrive definitioner og anvende dem i den foreliggende problemstilling eller arbejde med en symbolsk beskrivelse af problemet. Dette fravær af operationel tænkning og manglende genkendelse af bevisførelsesprocessen er karakteristisk for den empirisk tænkende elev. Det antyder en mangel i forhold til at kunne håndtere symboler og arbejde inden for en formel ramme, hvilket hører under symbol‐ og formalismekompetencen. Eleverne i eksemplet ovenfor kunne heller ikke omsætte problemet fra den form, hvori det forelå, til en form, der egner sig til en egentlig matematisk behandling. Det kan tolkes således, at når symbol‐ og formalismekompetencen er svagt udviklet, bliver det også en hindring for at udvikle tankegangs‐ og problembehandlingskompetence over et vist niveau. Denne problemstilling afspejler, hvorledes de forskellige kompetencer ikke er adskilte, men overlapper og underbygger hinanden. 
 I en anden undersøgelse iagttager [Healy & Hoyles 2000], at selvom eleverne benytter et empirisk bevisskema, er mange af dem godt klar over, at det ikke er egnet til den foreliggende situation. De benytter det for selv at føle sig sikre, men de ved også godt, at beviset ikke vil blive godtaget af læreren, eller de viser, at de godt er klar over, at deres empiriske bevis kun angår de gennemregnede taleksempler, og at der ikke kan ekstrapoleres til den generelle sætning, som stilles i opgaven. Der er altså en ræsonnementskompetence til stede hos eleverne, for så vidt som at de kan se, at deres besvarelse ikke udgør et bevis, men denne kompetence er ikke udviklet tilstrækkeligt til, at de selvstændigt kan spørge og svare matematisk.   Desuden er nogle af eleverne tilfredse med det empiriske bevis, fordi det, der skal bevises, er åbenlyst sandt. Nogle af eleverne godtager simpelthen ”beviset”, fordi de ad anden vej er overbevist om sætningens sandhed. Én af de matematiske sætninger, der skulle bevises, var: ”Summen af to lige tal er et lige tal”. Nogle af de elever, som havde fulgt et empirisk bevisskema, demonstrerede en vis indsigt i, om end noget uklar, at spørgsmålet om et tal er lige eller ulige kan afgøres ved at se på det sidste ciffer i tallet, at det sidste ciffer i to addender adderes uafhængigt af addendernes øvrige cifre, og at det ad den vej er muligt ved hjælp af et begrænset antal taleksempler (summen af to cifre valgt blandt: 0, 2, 4, 6, 8 giver et lige tal i alle 15 tilfælde) at overbevise sig selv om sætningens sandhed. Disse elever føler sig af andre grunde overbevist om sætningens rigtighed. De stiller sig derfor tilfredse med det empiriske ”bevis”, og føler ikke, at det er relevant at beskæftige sig seriøst med et rigtigt bevis. De skelner dermed ikke mellem en sætnings status og dens indhold. Selv når indholdet af sætningen er sand og umiddelbart kan opleves som sådan af eleven, kan sætningen stadig have status af ikke‐bevist, og det kan stadig være en meningsfuld opgave at bevise den. I den empiriske tænkemåde står forskellen mellem status og indhold ikke skarpt for eleven. Eleverne ser ikke værdien af at arbejde med problemet på en formel måde, med forudsætninger, implikationer osv. og i den henseende er det deres kompetencer vedrørende formalisme, der er mangelfuld. 
3.1.3 Hvorfor den induktive metode virker overbevisende Vi kan dog også tænke os mere positive bevæggrunde for eleverne til at indlade sig på den empiriske tænkemåde. Den induktive metode er jo den gængse i naturvidenskaberne, hvor man gør gentagne iagttagelser og opdager mønstre deri. Man kan ikke tro, at iagttagne regelmæssigheder opstår ved tilfældighedernes spil; de må netop skyldes regler, som vi så 
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formulerer som teorier. Man skal dog passe på ikke at blande begreberne sammen: i matematikken arbejder vi også med et ”bevis ved induktion”, men så taler vi ikke længere om induktion i den naturvidenskabelige forstand. Matematisk induktion, som i induktionsbeviset, falder indenfor rammerne af det deduktive bevisskema.   En formuleret teori bekræftes altså hver gang den forklarer en ny uafhængig iagttagelse, eller med andre ord, hver eneste iagttagelse, som stemmer overens med teorien, bekræfter denne. Derimod behøver man ikke mere end en enkelt iagttagelse i modstrid, før man må opgive teorien og udvikle en bedre. Selv når man (endnu) ikke har gjort en iagttagelse, som forkaster teorien, må man acceptere, at teorien har en foreløbig karakter. Selv ikke nok så mange bekræftende iagttagelser kan løfte teorien op på niveauet: evig sandhed. Inden for naturvidenskaberne arbejder man altså med induktion som accepteret vej til større erkendelse, hvor man forlods har valgt kun at bygge erkendelse på et empirisk grundlag af iagttagelser, og at man så til gengæld må give afkald på at fastslå ”eviggyldige sandheder”.   
 Det betyder for matematikundervisningen, at eleverne sagtens kan have gyldige erfaringer med anvendelse af et empirisk, induktivt bevisskema. De kan have lært i de naturvidenskabelige fag, at induktion er ”den naturvidenskabelige metode”, således at eleverne kan sidde med en forståelse af den gængse, moderne metode i eksakte fag (fysik, kemi, biologi, geovidenskab), der opleves som beslægtede med matematikken. Det, eleven mangler, er kompetencer indenfor den særlige matematiske tankegang. Kompetence til at forstå hvad man kan spørge om, og på hvilken måde, man kan spørge, mangler hos eleven, der bruger den naturvidenskabelige metode.  
  [Healy & Hoyles 2000] bringer nedenstående illustrative eksempel fra en undersøgelse, hvor elever blandt andet er blevet bedt om at lave deres egne beviser fra bunden. Opgaven er at bevise, at summen af to ulige tal er lige. Det viste autentiske elev‐eksempel følger en naturvidenskabelig tankegang meget nøje:   1. Opdagelse af et mønster. 2. Opstilling af en teori. 3. Efterprøvning af, om teorien kan forudsige udfaldet af en test, som omfatter to ”helt nye” tal.   
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 Figur 3.2: En elevs forsøg på at bevise, at summen af to ulige tal altid er et lige tal. Fra [Healy & Hoyles 2000]. Denne induktive vej til erkendelse kendetegner også vores almindelige læring gennem livet, hvor vi som mennesker har et særligt talent for at generalisere (hvilket netop kan være et induktivt trin) og lære regelmæssigheder i vore omgivelser, således at vi med en vis grad af sikkerhed kan forudsige fremtidige hændelser og træffe passende valg og forholdsregler. Selv matematisk bevisførelse lærer man, efter vores egen erfaring, ikke ved først at få præsenteret et regelsæt for deduktion, men derimod ved at følge at læreren gennemgår et antal beviser (gentagent ræsonnement) for derefter selv at blive bedt om at gennemføre beviser, der ligger tæt op af de gennemgåede. Vi genkender et mønster i lærerens gennemgang; ikke blot et rituelt mønster som i det eksterne bevisskema, men et mønster i matematisk tænkemåde, et mønster i logisk følgeslutning, i deduktiv tænkemåde.   
3.1.4 Hvorfor det ”empiriske bevis” ikke hører hjemme i matematikken I kontrast til naturvidenskabelige teorier står matematikkens sætninger, der netop påberåber sig at være alment gyldige og gælde for alle tilfælde af undersøgelsesområdet, en egenskab som gør dem væsensforskellig fra naturvidenskabens teorier.  Hvis man anvendte en induktiv empirisk tænkemåde til at bekræfte en matematisk sætning, måtte man leve med, at den opstillede sætning på et senere tidspunkt ville kunne falde, nemlig hvis man skulle finde et modeksempel. Ligesom inden for de eksakte videnskaber måtte man så give afkald på absolut gyldighed. Imidlertid er det, vi kan bruge matematikken til, netop at skabe en sikkerhed grænsende til det absolutte, og derfor er der ingen plads til et empirisk bevisskema i matematisk bevisførelse som sådan.  
3.1.5 Argumentation vs. deduktion [Harel 2008a] forklarer, at det er vigtigt at skelne mellem simpel argumentation og egentligt deduktivt ræsonnement. For at kunne gennemskue og gennemføre matematiske beviser er det ikke tilstrækkeligt at være god til at argumentere i traditionel forstand. Mens et simpelt argument refererer til indholdet i en påstand, bygger det deduktive ræsonnement på påstandens status, og denne skelnen mellem indhold og status er 
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vanskelig for de fleste elever. Hvis eksempelvis påstanden a ⇒ b skal bevises, og udsagnet b forekommer eleven at være selvindlysende, så vil han eller hun ofte have svært ved at håndtere et bevis, som antager, at b ikke er sandt. Dette afspejler, at eleven ikke skelner skarpt mellem udsagnets indhold og dets status, og altså savner en kompetence indenfor symbolsprog og formalisme.  Det kendetegner argumentationen, at den handler om at forøge plausibiliteten af en påstand, mens den deduktive tænkemåde først er til stede, når man ligeligt betoner en klar redegørelse for forudsætninger, følgeslutningernes nøjagtige forløb trin for trin, og den endelige sætnings indhold, omfang og begrænsninger. Til den klare redegørelse for forudsætninger hører også opmærksomheden på nøjagtige definitioner af de anvendte begreber og størrelser.    Hanna & de Villiers 2008] diskuterer, hvorledes denne sondring mellem argumentation og matematisk bevisførelse kunne udmønte sig i praktisk læring. Det traditionelle standpunkt siger, at man lærer eleverne en deduktiv tænkemåde ved at give dem indledende undervisning i førsteordens logik med kvantorer, men undersøgelser viser, at denne overførsel af en deduktiv tænkemåde, fra noget man lærer som emne til noget, der præger ens tilgang til matematiske problemer, ikke nødvendigvis sker. Hanna & de Villiers mener ikke, der er noget klart billede i litteraturen af, om argumentation og deduktion bør betragtes som modsatte størrelser, således at argumentation vil forvirre eleverne ved at sløre fokus på deduktion, eller, om argumentation og deduktion blot betegner to endepunkter på en skala. Hanna & de Villiers kan i hvert fald ikke konkludere, at træning i god argumentation også udgør træning i bevisførelse, og de anser det også for ganske uklart, om undervisning i logik (deduktion) fører til, at man bliver bedre til matematisk bevisførelse. Men under alle omstændigheder er det klart, at tankegangen i matematiske beviser ikke kommer af sig selv; den skal læres.  Et særligt træk ved matematikken er dens indhold af alment gyldige sætninger, det vil sige sætninger, der gælder alle tilfælde, alle tal, alle differentiable funktioner osv., sætninger, som indenfor et veldefineret område har uindskrænket, undtagelsesfri gyldighed. Det, som i matematikverden giver accept af sådanne alment gyldige udsagn, er overholdelsen af en deduktiv tænkemåde. 
3.1.6 Den deduktive tænkemåde [Harel 2008] karakteriserer det deduktive bevisskema og kategoriserer det i to dele: Det første er et transformationelt bevisskema, hvor nogle regler for god bevisførelse (rigtig deduktion) bliver overholdt, men hvor udgangspunktet for beviset i en vis forstand er vedtaget ad hoc. Beviset tager udgangspunkt i nogle antagelser og sætninger, som kan accepteres af læreren og eleven. Den implicitte tanke er, at disse antagelser og sætninger ville kunne bevises, hvis det var det man ville, men man accepterer dem som sande for at koncentrere sig om det bevis, der søges ført. Det andet bevisskema inddrager bevisernes udgangspunkt på en ordnet måde, ved at opstille aksiomer, hvorfra alle beviser i sidste ende skal kunne udledes. Harel giver et eksempel på transformationelt skema, som vi vil gennemgå. En gruppe elever fik stillet den opgave at bevise følgende sætning for alle værdier af n:  log(a1a2…an) = log(a1) + log(a2) + … + log(an) 
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 En løsning forløb således:   (1) Per definition af logaritmefunktionen: log(a1a2) = log(a1) + log(a2) (2) Ligeledes log (ax) med x = a1a2: log(a1a2a3) = log(a1) + log(a2) + log(a3) (3) Man kan se af (2), at en vilkårligt lang streng af faktorer kan brydes ned led for led.  Eleven, der afleverer denne løsning, ser, at ligningen i (1) er korrekt, fordi det er sådan funktionen log(x) er defineret (for a > 0), og at (2) kan anskues som en lovlig operation, et gyldigt deduktivt ræsonnement og – afhængigt af størrelsen af n – anvendes rekursivt i et endeligt antal trin indtil alle faktorerne i den forelagte sætning er skilt ud i den ønskede sum af logaritmer. Den struktur, der kendetegner en deduktiv tænkemåde er på plads: Eleven er opmærksom på det anvendte udgangspunkt, som man kunne kalde et lokalt aksiom. Han er også opmærksom på at der er et deduktivt trin, og at det kan anvendes så mange gange, som størrelsen af n kræver, og dermed er der bevist den grad af generalitet, som sætningen har – den gælder for alle n.    Litteraturen rummer altså en del eksempler på og analyser af, hvilke problemer, elever har med bevisførelse, og vi har forsøgt at forstå dem som problemer med kompetencerne inden for matematisk tankegang, ræsonnement og symbol‐ og formalismebehandling. Hos [Epp 1998] finder man nogle overvejelser om, hvordan man kan undervise, så man hjælper eleverne med at indfange og tilegne sig nogle af disse kompetencer. Hun kommer med et egentligt bud på, hvilke elementer en undervisning i deduktion skal omfatte, baseret på sin egen erfaring med matematikundervisning: Det er vigtigt at finde en fælles referenceramme for elevernes egne erfaringer og de logiske principper, der skal formidles. Udgangspunktet er altså elevernes allerede eksisterende erfaringer, snarere end aksiomer fra den formelle logik. Denne samtale føres så vidt muligt i et hverdagssprog frem for i et særligt matematisk eller logisk sprog, og de logiske sammenhænge illustreres med sætninger, hvis indholdsmæssige sandhedsværdi eleverne er fortrolige med. Et af elevernes problemer er jo at holde sætningers indhold og status adskilt som separate størrelser. Ved at gøre det indholdsmæssige nemt tilgængeligt, kan fokus flyttes til sætningernes status.   [Epp 1998] anfører et helt praktisk eksempel, hvor hun når frem til en forståelse af alkvantoren ved at diskutere udsagn ”om alle”. Hun spørger eksempelvis, om alle elever i klassen er fyldt 20 år; et udsagn som en af eleverne med sikkerhed kan afvise, da han selv er under 20 år. Ved at flytte diskussionen til et område, hvor det indholdsmæssige er enkelt, får hun eleverne til at tilegne sig et begreb om alment gyldige sætninger, og hvordan de bevises, et begreb, der senere kan præciseres og formaliseres.  Stadig med fokus på forskellen mellem sætningers indhold og status anføres et andet eksempel, hvor tricket består i netop at fjerne enhver reference til noget dagligdags. Eleverne bliver spurgt om, hvad der skal til for at bevise sætningen: ”For alle bilopser x gælder, at hvis x er en gragon, så er x en troser”. Eleverne bliver altså bedt om at håndtere den implikation, der kæder to af x’s egenskaber (at være en bilops og at være en gragon) sammen med en tredje (at være en trose) på det formelle plan, uden at fortabe sig i, hvad det indholdsmæssigt betyder at være bilops, gragon eller trose. Hermed oversættes eksemplet fra før med elevernes alder til et eksempel med bilopser, og det eleverne lærer, 
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er at oversætte en problematik til symbolsk eller formel behandling, som ikke hele tiden skal referere tilbage til symbolernes konkrete betydning.  Den deduktive tænkning fremelskes ved at engagere eleverne i egne sproglige overvejelser, inden de selv skal arbejde med beviser noteret på sædvanlig matematisk måde. Introduktionen af algebraisk notation i bevisførelse volder nemlig også eleverne kvaler.  I klassen ville man sprogligt formulere sig som f.eks. i ”alle elever i klassen er over tyve år”, men den notation, eleverne støder på i matematiske beviser svarer ofte til en mere indviklet fremstilling af sagen: ”Lad der være givet en elev. Hvis denne elev tilhører klassen, så er eleven over tyve år”, eller endnu tættere på gængs matematisk praksis: ”Lad x være en elev. Hvis x tilhører etc.” Fra et udgangspunkt i dagligdags sprogbrug kan læreren, ifølge Epp, bevæge sig – og eleverne med – i retning af en sprogbrug, der tillader en formalisme, som den, eleverne finder i bevisførelse.  
3.1.7 Delkonklusion K1: Det empiriske bevisskema er dominerende hos mange elever, og det kan vanskeliggøre overgangen til at anvende et deduktivt bevisskema, fordi de har større erfaring med det empiriske bevisskema fra andre sammenhænge.   K2: Det deduktive ræsonnement er ikke en disciplin, som kan læres ved direkte instruktion. Ræsonnementskompetence må opbygges og udvikles gennem gentagen demonstration og øvelse, hvilket kan ske ved at arbejde med beviser og bevisførelse i undervisningen.  K3: Mangler inden for én matematisk kompetence kan bremse udviklingen af andre kompetencer. En ringe evne til at håndtere matematiske symboler og formalisme er en hindring for at udvikle ræsonnementskompetence i forbindelse med bevisførelse.  K4: Beviser og bevisførelse bidrager til at give eleverne indsigt i, hvordan matematikken som videnskab adskiller sig fra andre discipliner, fordi det forhold, at et matematisk bevis endegyldigt og fuldkomment kan bevise, at noget er sandt, er en særlig egenskab ved matematikken. 
3.2 Det intellektuelle behov I dette afsnit vil vi gå i dybden med begrebet intellektuelt behov, fordi det har betydning for værdien af beviser og bevisførelse i matematikundervisningen. Det er ét af grundsynspunkterne i DNR‐rammesystemet, at matematikundervisning bør fokusere på elevernes intellektuelle behov og derigennem udnytte ”menneskets bemærkelsesværdige evne til at undres” [Harel 2008a]. Heri ligger, at det intellektuelle behov har stor betydning for, hvordan læring finder sted. Et intellektuelt behov opfyldes ved at skabe ny viden, og for at elever kan lære matematik, er de nødt til at opleve et sådant behov. Dette er kernen i princippet om nødvendighed.   Et intellektuelt behov er en situation, som den lærende opfatter som problematisk, og som gør det nødvendigt for ham eller hende at opnå ny viden [Harel 2008a]. Der er således en kobling mellem dualitetsprincippet og princippet om nødvendighed, i og med at en udvikling af tænkemåder kun kan finde sted ved at sætte eleverne i en sådan problematisk situation, hvis løsning kræver bestemte forståelsesmåder, der igen fremkalder bestemte 
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tænkemåder. Mere konkret kunne det for eksempel ske ved at fremsætte en matematisk påstand, som får eleverne til at undres og dermed skaber et intellektuelt behov. For at få forklaret, hvorfor påstanden er sand, er de nødt til at forstå eller måske endda selv udarbejde et tilfredsstillende bevis, og for at kunne gøre det, er de nødt til at anvende et deduktivt bevisskema.   Forskning i brugen af dynamisk software i forbindelse med undervisning i geometri har vist, at selvom elever kan opnå en høj grad af overbevisning ved blot visuelt at indse, at et resultat er sandt, sidder de i visse sammenhænge stadig tilbage med et utilfredsstillet kognitivt behov for en forklaring på, hvorfor det er sandt [Hanna & de Villiers 2008]. Dette er et eksempel på, at der findes flere forskellige slags intellektuelle behov, som det er væsentligt at være opmærksom på i matematikundervisningen.   De intellektuelle behov kan inddeles i fem kategorier [Harel 2008b]:   
• Behovet for sikkerhed er behovet for at bevise, dvs. for at fjerne tvivl. Sikkerhed opnås, når eleven på en måde, som han eller hun selv finder passende, fastslår, at en påstand er sand. Ud over behovet for sikkerhed kan eleven også meget vel have behov for en forklaring på, hvorfor påstanden er sand. 
• Behovet for kausalitet er behovet for at forklare, dvs. for at fastslå årsagen til et givet fænomen og forstå hvad det er, der former fænomenet på en bestemt måde. 
• Behovet for beregning er blandt andet behovet for at kvantificere og beregne værdier af størrelser og relationer mellem dem. Herunder hører også behovet for at optimere beregninger. 
• Behovet for kommunikation dækker blandt andet over behovet for at kunne overbevise andre om, at en påstand er sand. 
• Behovet for sammenhæng og struktur er blandt andet et behov for at organisere sin viden og sætte den i system, identificere ligheder og analogier og afdække de principper, der samler elementer i systemet. De fem kategorier svarer i øvrigt til den kategorisering af bevisets forskellige funktioner, som [de Villiers 1990] foretager, og som vi vil komme ind på i afsnit 3.4.   Som det fremhæves i DNR‐rammesystemet, er det naturligvis oplagt at udnytte elevernes intellektuelle behov som løftestang i matematikundervisningen, i det omfang eleverne altså har et sådant, idet behovet skaber en nødvendighed for eller ligefrem lyst til at lære. Men en anden grund til at søge at opfylde disse behov er, at det kan være decideret ødelæggende at ignorere dem. Det mest indlysende eksempel er behovet for kausalitet, altså en forklaring på, hvorfor noget er sandt. En del elever har ikke dette behov, og de vil givetvis være tilfredse med blot at få en formel for, hvordan man finder rødder i et andengradspolynomium eller en mekanisk opskrift på, hvordan man laver et induktionsbevis. Men de elever, der interesserer sig for, hvorfor tingene hænger sammen på en bestemt måde, vil opleve det som frustrerende blot at blive spist af med en formel, som de nok kan bruge til at finde det rigtige resultat, men som de ikke forstår. Hvis sådanne elevers behov for at forstå igen og igen opleves som uforløst, er det svært at forestille sig, at det ikke i længden vil gå ud over deres forhold og lyst til at arbejde med matematikken.  
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Det at arbejde med beviser og bevisførelse i undervisningen giver mulighed for at stimulere indtil flere af de ovennævnte kategorier af intellektuelle behov. Men ud over at kunne opfylde allerede eksisterende intellektuelle behov har nogle beviser også potentiale til at kunne fremprovokere sådanne behov og på den måde facilitere, at læring finder sted. Det gælder eksempelvis beviser, der beviser kontraintuitive resultater, eller som på en særligt overraskende måde leder frem til et bestemt resultat og dermed vækker elevernes undren. For eksempel er det for mange elever kontraintuitivt, at 0,999… = 1, og følgelig vil de være nysgerrige efter at se påstanden bevist. At denne lighed er svær at indse eller acceptere er et velkendt problem, hvilket man let konstaterer ved at foretage en Google‐søgning på ”proof 0.9999 = 1”. Det kan give anledning til at præsentere et udvalg af forskellige beviser, som hver især trækker på forskellige forudsætninger. Et relativt enkelt algebraisk bevis er følgende:  
 Figur 3.3: Bevis for ligheden 0,999… = 1. Fra [Norton & Baldwin 2012]. De centrale greb i dette bevis er for det første, at når et decimaltal ganges med 10 ændres cifrene ikke; hvert ciffer flyttes blot en plads til venstre, og for det andet, at 9,999… også kan skrives som 9 + 0,999… Beviset er let at følge, men det er ikke særligt forklarende.  Af større konsekvens er følgende bevis, som benytter sig af definitionen på grænseværdien af en talfølge, fordi det bidrager til elevernes forståelse af begrebet grænseværdi. Vi benytter følgende definition fra [Wade 2010] (egen oversættelse):  Definition: En talfølge af reelle tal {xn} siges at konvergere mod et reelt tal a ∈ R hvis og kun hvis der for ethvert ε > 0 findes et N ∈ N (som generelt afhænger af ε) således at n ≥ N medfører |xn – a| < ε.  Vi skriver da  
  
a = lim
n→∞
xn   og kalder a for grænseværdien af {xn}.   Vi definerer nu  
  
T = 0,999... ,  
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som altså har uendeligt mange decimaler, og  
  
Tn = 0,999...9 ,   som har n decimaler. Så ganger vi Tn med 10n og får  
  
10n ⋅ Tn = 999...9 ,  hvor der nu står n 9‐taller på højre side af lighedstegnet. Heraf fås  
  
Tn =
999...9
10n =
999...9 +1−1
10n  ,  idet lighedstegnet jo stadig gælder, når vi lægger 1 til og trækker 1 fra i tælleren. Vi kan nu omskrive tælleren og få  
  
Tn =
10n −1
10n =1−
1
10n .   Idet T = Tn for n → ∞ har vi   
  
T = lim
n→∞
Tn = limn→∞ 1−
1
10n
⎛ 
⎝ 
⎜ 
⎞ 
⎠ 
⎟ =1− lim
n→∞
1
10n
⎛ 
⎝ 
⎜ 
⎞ 
⎠ 
⎟   Fra definitionen på grænseværdien af en talfølge har vi, at  
  
lim
n→∞
1
10n
⎛ 
⎝ 
⎜ 
⎞ 
⎠ 
⎟ = 0 ,  fordi uanset hvor lille ε vælges, kan der findes et naturligt tal N, således at forskellen mellem 
  
1
10n  og 0 er mindre end ε, når n > N. Vi finder, at N > –log(ε), idet 
1
10n < ε ⇔ 1 < ε ⋅10
n ⇔ 0 < log(ε) + n⇔ −n < log(ε)⇔ n > − log(ε) .  Vi får derfor   
  
T =1− lim
n→∞
1
10n
⎛ 
⎝ 
⎜ 
⎞ 
⎠ 
⎟ =1− 0 =1.  Med definitionen på grænseværdier for talfølger har vi fået en mere klar beskrivelse af, hvad vi forstår ved tallet 0,999…, og vi kan derfor med større præcision argumentere for, at det er eksakt lig med 1.  
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Beviset har den egenskab, at det ved at udnytte elevernes intellektuelle behov for at få forklaret ligheden 0,999… = 1 vækker deres nysgerrighed og interesse for at forstå begrebet grænseværdi.  
3.2.1 Delkonklusion K5: Det intellektuelle behov kan bruges som løftestang i undervisningen, fordi nysgerrighed fordrer læring.  K6: Beviser kan også anvendes til at fremprovokere et intellektuelt behov og dermed understøtte læring.  K7: Det kan være hensigtmæssigt at gøre elever opmærksomme på bevisets forskellige funktioner og således undgå at hævde, at et bevis er til for at bevise, at noget er sandt, hvis dets primære formål er et andet.  
3.3 Hvad er et bevis? Vi vil i dette kapitel se på beviset i forhold til indhold og form og hvilken betydning beviset har for læringen af matematik. Når vi beskæftiger os med beviser, er det helt centralt at vide hvad der kendetegner et godt bevis, og hvad der skal til for at beviset anses for at være acceptabelt i det matematiske samfund. For at skabe bro mellem dette samfund og gymnasieelevernes matematikundervisning, har vi brug for at vide, hvilke regler, der gælder, når vi vil lære eleverne at arbejde med beviser. Problemet er, at der ikke findes et sådant regelsæt.   En udmærket indledning til at belyse dette findes i bogen The Mathematical Experience af Philip J. Davis & Reuben Hersh, hvor en filosofistuderende stiller den ideelle matematiker (the I.M.) spørgsmålet: "Hvad er et matematisk bevis?". Hersh står selv bag følgende citat, som er en komprimeret version af originalteksten: 
The I.M. responds with examples – the Fundamental Theorem of This, the Fundamental 
Theorem of That. But the philosophy student wants a general definition, not just some 
examples. The I.M. tells the philosophy student about proof as it's portrayed in formal 
logic: permutation of logical symbols according to certain formal rules. But the 
philosophy student has seen proofs in mathematics classes, and none of them fit this 
description. The Ideal Mathematician crumbles. He confides that formal logic is rarely 
employed in proving theorems, that the real truth of the matter is that a proof is just a 
convincing argument, as judged by competent judges. The philosophy student is appalled 
by this betrayal of logical standards. The I.M. puts an end to the conversation with these 
final words: "Everybody knows what a proof is. Read, study, and you'll catch on. Unless 
you don't."  [Hersh 1993] 
3.3.1 Det formelle bevis   Det formelle bevis tilhører en formel teori og benytter et specifikt sæt af symboler for at udtrykke sætninger. Den første sætning i teorien er altid et aksiom og hver følgende 
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sætning kan være et aksiom eller en sætning, der er udledt af aksiomerne og tidligere sætninger via specifikke valgte følgeslutningsregler. Vores formelle bevis går ud på at sætningen kan udledes af de foregående sætninger i rækken. På den måde kan man sætte en computer til at afgøre om beviset for en sætning er korrekt. Det bliver til et spørgsmål om logik, hvor vi kender alle symboler og alle de regler, vi kan anvende, og hvor alle de sætninger, der er bevist, står skrevet i en systematisk række eller træstruktur. Det formelle bevis bliver altså meget enkelt at udføre når vi har styr på teorien.   Davis & Hershs Ideelle Matematiker benytter uden held det formelle bevis til at fortælle den filosofistuderende, hvad et bevis er. Det er uden held fordi den filosofi studerende godt ved, at det ikke er formelle beviser der undervises i, at der er mere til beviser end bare logik. Matematisk forskning foregår generelt heller ikke ved at opstille formelle beviser. Formaliseringen af beviser handler mere om at demonstrere sætningers gyldighed og systematisere det indenfor en given formel teori.   [Rav 1999] definerer, hvad et bevis er, i modsætning til det, han kalder for et derivat (det formelle bevis). Et bevis har et ikke reducerbart semantisk indhold, hvilket vil sige, at indholdet af argumenter og idéer ikke kan fjernes uden at grundlaget for beviset går tabt. Derivatet derimod er et syntaktisk objekt i en specifik formel teori. Rav forklarer, hvordan Hilberts tese om formaliseringen af matematikken kan betragtes som en envejs bro, hvor beviser omdannes til derivater for at kunne placere dem i et passende formelt system. Rav kalder det en envejs bro, fordi der ikke er nogen vej tilbage til beviset med alle dets semantiske elementer, tekniske forståelse og relationer til den kontekst, beviset indgår i. Derivatet i det formelle system indkoder ikke disse typer af mening, hvilket ifølge Rav er selve formålet med formaliseringen, altså at sørge for, at den logiske strukturelle sammenhæng står så tydeligt frem som muligt.  
A formal proof … eliminates the psychological aspects of proof. The formal approach to 
proof was developed, in fact, to eliminate the need for recourse to intuitive evidence and 
human judgment, both seen as potential sources of serious error.  [Hanna 1990]  I bred forstand er det formelle bevis mere et ideal end det er en konkret mulighed. Det er noget vi kan stræbe efter, men som mest har interesse for matematikere, der arbejder med logik, og for filosoffer, der arbejder med matematik.  Kendetegnene for det formelle bevis er altså, at det kan ”læses”, når vi på forhånd har styr på den formelle teori med dens symboler, aksiomer og følgeslutningsregler. Yderligere kan vi med anvendelse af logik og gåpåmod læse beviset og afgøre, om det er sandt, udelukkende fordi formen og reglerne er overholdt. Problemet er, at der ikke følger nogen forklaringer med, så beviset giver ingen forståelse for, hvilken kontekst den beviste sætning indgår i og hvorfor vi gerne vil have den bevist.   I forbindelse med rent formel bevisførelse er det primært symbol‐ og formalismekompetencen, der bringes i anvendelse i forhold til at forstå den formelle teori med dens symboler, sætninger og regler for følgeslutninger. Udbyttet af at arbejde i dybden 
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med formelle beviser er således ringe set i forhold til den mængde arbejde, det kræver at sætte sig ind i den formelle teori. 
3.3.2 Det acceptable bevis Matematikkens udvikling i retning af forskellige fagområder og specialisering har medført, at opfattelsen af, hvad et acceptabelt bevis er, bliver mere og mere nuanceret. [Hanna & de Villiers 2008] nævner nogle forskellige former for beviser i nutidens matematik, der afspejler denne nuancering.  
• Den aksiomatiske formelle præsentation, som vi omtalte i forrige afsnit  
• Beviser for fysiske begreber, som i beviset for, at der kun er fem platoniske legemer 
• Deduktive konklusioner på matematiske modeller 
• Computerunderstøttede udregninger, som i beviset for fire‐farve‐teoremet   Det bevis, der accepteres af det matematiske samfund, har altså i de fleste tilfælde ikke noget at gøre med et formelt bevis og kan have vidt forskellige udformninger og formål indenfor forskellige områder af matematikken. I det følgende vil vi se på hvad der generelt kendetegner et bevis. 
Mathematicians freely admit that a proof may lack conviction when it is shown to be 
valid by virtue of its form alone, without regard to its content. And when a new 
mathematical idea is in fact accepted, it is often the significance of what is proved, 
rather than the correctness of the proof, which carries the most weight. The acceptance 
of a theorem by practicing mathematicians is a social process which is more a function 
of understanding and significance than of rigorous proof.   [Hanna 1990] Det der kendetegner et bevis, der accepteres af det matematiske samfund, er de kriterier som matematikerne bevidst eller ubevidst lægger på beviset. [Hanna 1990] og [Hanna & de Villiers 2008] lister disse som følger:  
• Antagelser skal specificeres klart og kunne accepteres, og 
• der skal bevises et ”passende udsagn”,  
• som støttes af gyldige ræsonnementer, 
• således at der kan drages de nødvendige konklusioner, der – selvom de kan virke overraskende – skal give mening i forhold til anden matematisk viden.  I modsætning til det formelle bevis med faste regler har vi her noget, der er meget svært at konkretisere. Man kan godt forstå hvorfor Davis & Hershs filosofistuderende føler sig forurettet, og hvorfor hele den formalistiske bevægelse omkring år 1900 med store matematikere som Frege, Hilbert, Russell m.fl. var så interesserede i at formalisere matematikken. De så gerne, at det hele kunne føres tilbage til oprindelsen og sandheden i de første X aksiomer.   Matematiske beviser er således meget mere end blot en formalisering og logisk manipulation af symboler som i det formelle bevis. Derfor har beviser meget at bidrage med 
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til undervisningen i matematik. De førnævnte kriterier for et acceptabelt bevis bidrager til at synliggøre, hvordan adskillige af de matematiske kompetencer fra KOM‐projektet generelt sættes i spil i forbindelse med bevisførelse. Dette gælder både indirekte, når det handler om at forstå et allerede gennemarbejdet bevis, og direkte, når opgaven er selv at gennemføre et bevis. I det tilfælde, hvor beviset blot læses i en lærebog, benytter eleven naturligvis ikke sine kompetencer aktivt, men alene det at se adskillige eksempler på, hvordan et matematisk udsagn kan se ud og hvilke former for ræsonnementer, der kan tages i anvendelse for at bevise det, bidrager til elevens forståelse af disse elementer af bevisførelse. Det baner vejen for, at eleven senere hen selv kan forsøge sig med at formulere passende udsagn og udarbejde beviser for dem, for således mere direkte at træne de matematiske kompetencer, der indgår i denne proces. Her følger et eksemplarisk bevis for en korollar fra [Lauritzen 2012], som udelukkende er valgt for dets karakteristiske form. Beviset trækker på følgende lemma:  
Lemma 1.5.7: Lad m, n ∈ Ζ. Da findes heltal λ, μ ∈ Ζ således at λm + μn = sfd(m,n). 
 I beviset for korollaren har vi flettet kommentarer ind for at belyse hvilke kompetencer, der først og fremmest relaterer sig til bevisets enkelte dele.  
Korollar 1.5.11 (i): Hvis a og b er indbyrdes primiske tal, a|c og b|c , så gælder, at ab|c.  Tankegangskompetencen er nødvendig for at kunne opstille et ”passende udsagn”, idet denne kompetence blandt andet drejer sig om at vide hvilken slags spørgsmål, der er kan stilles i og med matematik og hvilken type svar, der kan forventes.   
Bevis: Idet sfd(a,b) = 1 fås af lemma 1.5.7 at λa + μb = 1 for passende λ, μ ∈ Ζ. Både a og b deler 
c, så vi kan skrive c = ax = by for passende x, y ∈ Ζ.  
 At finde en strategi til at gennemføre beviset kræver problembehandlingskompetence. Her er strategien at anvende den udvidede euklidiske algoritme til at finde λ og μ således at λa + μb = 1. 
 
Vi kan dermed udlede, at c = c(λa + μb) = cλa + cμb = byλa + axμb = ab(xλ + yη). Hermed er 
sætningen bevist, da (xλ + yη) ∈ Ζ.  Ræsonnementskompetence består blandt andet i at kunne gennemskue, hvordan en kæde af argumenter fører frem til et bevis, sådan som det sker i ligningen ovenfor, og hvilke argumenter, der udgør gyldige ræsonnementer. Den ene side af ræsonnementskompetencen er at kunne følge og bedømme et matematisk ræsonnement, mens den anden er selv at kunne gennemføre et sådant. Ræsonnementskompetencen trænes således direkte, både når det drejer sig om at læse og forstå gennemarbejdede beviser, og når eleverne selv arbejder med at føre et bevis.  Desuden arbejdes der også med symbol‐ og formalismekompetencen, når beviser formidles i klassen, enten på tavlen eller som en opgave, idet beviset skrives op med symbolholdige udsagn og oversættes til et naturligt sprog. Endvidere trænes kommunikationskompetencen, når eleverne skal sætte sig ind i og fortolke beviset. Vi 
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kommer således ud for at skulle anvende flere forskellige kompetencer på samme tid, når vi arbejder med beviser og bevisførelse. 
3.3.3 Udfordringerne for læring Det at der ikke findes nogle faste regler for, hvad et matematisk bevis er, giver visse udfordringer i forhold til at lære at føre beviser. Lad os genkalde os den sidste linje i citatet fra Hersh i begyndelsen af dette kapitel:  
"Everybody knows what a proof is. Read, study, and you'll catch on. Unless you don't." De meget løse normer for at føre et acceptabelt matematisk bevis er i sig selv med til at gøre det svært, og dertil kommer, at det kræver mange forskellige matematiske kompetencer, som vi så i eksemplet i forrige afsnit. [Dreyfus 1999] giver nogle eksempler på studerendes vanskeligheder ved bevisførelse, som i det følgende, hvor en studerende forklarer unødigt meget:  
 Figur 3.4: Eksempel på et bevis udarbejdet af en studerende. Fra [Dreyfus 1999]. Dreyfus reducerer AM’s forklaring til at sige, at funktionen eksisterer for alle værdier af x, og funktionens afledte er altid positiv. Som monoton funktion har den kun én rod.  Dreyfus mener, at når AM’s svar indeholder mange ekstra informationer, skyldes det, at sammenhængen mellem argumenter ikke er forstået. Generelt mener Dreyfus, at der er to aspekter, der gør det svært for studerende af føre beviser. Det ene er, at de mangler den konceptuelle klarhed til aktivt at kunne bruge de relevante begreber. Det andet er, at de studerende ikke har haft særlig mange muligheder for at lære, hvad der karakteriserer en matematisk forklaring.  Dette handler på den ene side om elevens basisviden indenfor en given matematisk disciplin. Vi skal have et grundlæggende greb om disciplinen for at kunne udpege de relevante argumenter og definitioner og bearbejde disse i en ny kontekst. Jo større og mere udvisket grundlaget for det område af matematikken vi befinder os i, er, desto sværere bliver det at få fat om byggestenene for beviserne.   På den anden side handler det om formen, altså den deduktive fremgangsmåde og den stringente måde hvorpå argumenter organiseres, hvilke antagelser, der er nødvendige, og 
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hvornår konklusionerne kan drages. Dette har alt sammen at gøre med normerne for et acceptabelt bevis. Disse varetages i klasserummet oftest af underviseren, som er bindeleddet til det matematiske samfund. Underviserens normer for det acceptable bevis kan på den måde være ubevidste, fordi de er indarbejdet gennem mange år og lange studier. De er med tiden blevet til grundlæggende antagelser. Derfor formidles de ikke altid eksplicit til eleverne, men har karakter af sociomatematiske normer, som kun skinner igennem undervisningsformen og underviserens respons på elevernes spørgsmål og opgavebesvarelser. 
Yackel and Cobb (1996) have coined the term ‘sociomathematical norms’ in order to 
discuss how environmental influences (teachers, classroom activity, . . .) determine 
students’ mathematical beliefs and activity in the framework of a class or course; for 
example, ‘. . . what counts as an acceptable mathematical explanation and justification is 
a sociomathematical norm’ (p. 461).   [Dreyfus 1999]  Dreyfus fortsætter med at påpege, at såvel bøger som undervisere meget sjældent er bevidste om at etablere disse sociomatematiske normer, men tværtimod oftere skaber mere forvirring end klarhed for de studerende. Med normerne er der tilsyneladende et kulturelt element til stede, som gør matematikkens spilleregler svært tilgængelige  Vi kan således opsummere adskillige udfordringer forbundet med at forstå og føre beviser:  
• Anvendelsen af flere forskellige matematiske kompetencer i samspil (jævnfør eksemplet i afsnit 3.3.2) kræver, at de alle er relativt veludviklede.  
• De sociomatematiske normer kan være svære for eleverne at gennemskue. Normerne skal formidles i undervisningen for at skabe større klarhed over, hvad der regnes for at være en et acceptabelt matematisk bevis. 
• Der er behov for et rimeligt solidt fundament inden for den disciplin, hvori vi vil føre beviser. Aksiomer, definitioner, sætninger, metoder og strategier skal være så familiære, at det virker naturligt at tage dem i anvendelse.   Disse udfordringer, som er medvirkende til at gøre beviser og bevisførelse vanskeligt, bør ikke opfattes som barrierer for at tage den svære disciplin op i undervisningen, men tværtimod som gode grunde til at gøre det. Det er netop en mulighed for at udvikle mange kompetencer samtidig og træne samspillet mellem dem, såvel som for at styrke fundamentet for det matematiske emne, der er i fokus. Desuden indgår det i ræsonnementskompetencen”at vide og forstå hvad et matematisk bevis er” [Niss et al. 2002]. Hvis denne del af kompetencebeskrivelsen skal realiseres, må normerne for hvad der udgør et gyldigt argument og et acceptabelt matematisk bevis derfor formidles så klart, som det nu er muligt. Men netop fordi disse normer er uklare, er øvelse og eksempler måske den eneste måde, hvorpå man kan lære eleverne, hvad der kræves. Det er endvidere værd at minde om, at ræsonnementskompetencen ikke kun drejer sig om argumentation i forbindelse med bevisførelse, men om matematiske ræsonnementer i bred forstand, idet det også kan dreje sig om at retfærdiggøre, hvorvidt svaret på et spørgsmål, en opgave eller et problem er korrekt og tilstrækkeligt. Dette er et udtryk for, at den tænkemåde, der kommer til udtryk i bevisførelse, ikke begrænser sig til egentlige beviser, men gennemsyrer 
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matematisk praksis generelt. Den øvelse i matematisk ræsonnement, som følger af at arbejde med beviser og bevisførelse, er altså med til at udvikle en bredere matematisk kompetence.  
3.3.4 Delkonklusion K8: Beviser og bevisførelse trækker på flere kompetencer på samme tid og i samspil med hinanden. Det drejer sig om tankegangskompetence, problembehandlingskompetence, ræsonnementskompetence, symbol‐ og formalismekompetence samt kommunikationskompetence.  K9: Nødvendigheden af, at flere matematiske kompetencer er relativt veludviklede, er både en udfordring og en styrke i forhold til at anvende beviser og bevisførelse i undervisningen.  K10:  Uartikulerede sociomatematiske normer er en medvirkende årsag til, at bevisførelse kan være svært. Derfor er der behov for, at eleverne i videst muligt omfang lærer normerne at kende. 
3.4 Beviser, der forklarer Vi vil nu se nærmere på bevisernes indhold, og om hvordan forskellige bevisers indhold bidrager med forskellige værdier i forhold til læringen af matematik. Det at beviserne har forskellige formål og egenskaber er blevet undersøgt af [de Villiers 1990], som fastslår fem forskellige kategorier af beviser:   
• Validerende (at bevise, at noget er sandt) 
• Forklarende (give indsigt i hvorfor det er sandt) 
• Systematiserende (organisering af resultater) 
• Opdagende (opdage og opfinde nye resultater) 
• Kommunikerende  (formidle viden blandt matematikere)  I senere artikler tilføjer de Villiers flere kategorier, men det centrale for os er, at denne opdeling af formålet har bidraget til en opmærksomhed på hvilke beviser, der tjener undervisningen og dermed læringen af matematik bedst.  
The role of proof in the classroom is different from its role in research. In research its 
role is to convince. In the classroom, convincing is no problem. Students are all too easily 
convinced.  [Hersh 1993]  For en ny matematikstuderende vil der i første omgang ikke være et naturligt behov for at validere om noget er sandt, sådan som Davis & Hersh gør opmærksom på. Det kræver en dybere forståelse af nødvendigheden af sandhed for matematikken, hvilket oftest først sker, når de studerende allerede har et deduktivt bevisskema, og dertil en grundlæggende forståelse af den konkrete matematiske disciplin.  Vi må derfor være opmærksomme på hvilke beviser vi fører i undervisningen. Et bevis, der 
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beviser, er kun interesseret i at bevise, at sætningen er sand. Argumenterne her er kun rettet mod at retfærdiggøre sætningen. Et sådant bevis kan i nogle tilfælde bæres igennem vha. matematisk induktion eller syntaktiske overvejelser alene. Det behøver ikke nødvendigvis at være et formelt bevis, men formelle beviser hører til i denne kategori.  Beviser, der forklarer, har til formål at bevise hvorfor en sætning er sand i en given kontekst. [Hanna 1990] definere disse beviser ud fra indholdet, hvor argumenterne skal være baseret på de matematiske ideer, der motiverer beviset, og de matematiske egenskaber der bidrager til, at den opstillede sætning er sand. Konteksten knyttes gennem ideer og egenskaber til den matematiske disciplin, som beviset tilhører. Det giver derved en større indsigt i disciplinen. For det forklarende bevis gælder stadig, at det er et accepteret bevis. Forudsætninger, ræsonnementer og konklusioner skal altså holde, så det deduktive og rigoristiske er i brug. I det følgende gennemgås to beviser for, at summen af talrækken over de første n positive heltal kan skrives på følgende form: 
   Det første eksempel er et bevis, der beviser, her anvendes et induktionsbevis: For n = 1 sætter vi ind i brøken og ser, at formlen passer, idet summen er 1. Vi antager nu, at udtrykket holder for summen af de første k heltal og viser derpå, at det holder for k+1: 
 Så følger det af induktionsprincippet, at når sætningen er bevist som værende sand for n = 1 og n = k+1, ved antagelsen af at det gælder for k, så er det sandt for alle n. Vi har med beviset fået bevist, at udsagnet er sandt. Induktionsbeviset kræver bare, at vi allerede har fundet det algebraiske udtryk, eller i hvert fald den påstand, som vi vil bevise. Vi får ingen idéer til, hvordan brøken er fremkommet. Vi har ikke været i kontakt med de overvejelser, der ligger bag; ”Hvorfor er det sandt?”, ”Hvordan er ”de” kommet på at skrive brøken op på denne måde?” og ”Hvad får vi ud af det i forhold til at have en talrække?”. Følgende bevis af Gauss er et eksempel på et forklarende bevis for det samme udsagn:  
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  Gauss’ bevis har egenskab af at være både forklarende og bevisende. Beviset er forklarende i og med at det benytter talrækken selv som idé til at føre beviset for, hvad summen af leddene er. Idéen er, at når man skriver leddene op på den angivne måde, to og to ad gangen i en parentes, bliver summerne i alle parenteserne lige store, og derfor langt nemmere at summere. Beviset er bevisende på den måde, at vi har et logisk ræsonnement, som udmunder i et udtryk for summen, der alene afhænger af n.  Det at opskrive rækken giver et indblik i den matematiske disciplin: talteori. Det giver en forståelse af den udfordring det er at skulle summere tallene, hvilket på naturlig vis kan skabe et behov for at finde en metode, der gør dette lettere (det var netop den situation, Gauss stod i). Beviset giver på den måde også et indblik i, hvorfor vi ønsker at bevise udsagnet. Dertil kommer, at beviset benytter den symmetriske egenskab af talrækken til at opstille to forskellige rækkefølger af talrækken. Denne idé er central, og det giver endvidere en idé til, hvordan det at ændre på rækkefølgen af tal kan give os informationer om en række.  Man kan argumentere for, at begge beviser tager fat i en matematisk idé eller metode. I det første bevis er det induktionsprincippet, og i det andet er det opskrivning af tallene og leg med deres rækkefølge. I begge tilfælde er der en idé, som det er værd at lære. Set i forhold til at give indblik i den matematiske disciplin, så er der i Gauss’ bevis en bedre sammenhæng mellem spørgsmålet, der ønskes besvaret,  strategien, der benyttes og ræsonnementet. Det hele leder hen til et svar på spørgsmålet ”Hvad er summen af de første n heltal”.  Induktionsbeviset er derimod afkoblet fagområdet. Når først spørgsmålet er stillet: ”Er det sandt at summen af de første n heltal er givet ved brøken… ?”, ligger strategien, ræsonnementet og svaret inden for metoden. 
If we stress explanatory proofs our primary concern is for insight, of course. But there is 
another important reason for such a stress. Students of mathematics, unlike 
mathematicians, have yet to learn the relative importance of different mathematical 
topics, and may easily be misled on this point by a pervasive classroom emphasis on the 
deductive mechanism. (Deductive mechanisms are an important facet of mathematics in 
themselves, however, and require their own classroom treatment.)   [Hanna 1990] 
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Hanna lægger således op til, at det stadig er relevant at lære de deduktive mekanismer at kende, de skal bare ikke forstyrre eleven i at kunne adskille de enkelte matematiske fagområder. Det er altså nødvendigt, at induktionsbeviset indgår i den rette kontekst.  Ved at fokusere på bevisets formål bliver det tydeligere, hvilke elementer i beviset, der bidrager til læring og på hvilken måde. Det centrale for læring er, at der eksisterer et intellektuelt behov, og at der er en interesse, lyst eller vilje til at lære matematik. I udvælgelsen af beviser til brug i undervisningen er det derfor vigtigt at overveje, om der er overensstemmelse mellem elevernes intellektuelle behov og bevisets formål, fordi dette skaber den bedste grobund for læring. Som udgangspunkt er forklarende beviser at foretrække, fordi de er med til at belyse de forskellige matematiske discipliner og tydeliggøre sammenhænge. Beviser, der blot beviser, bør så vidt muligt undgås, fordi de ikke giver nogen indsigt i, hvorfor det beviste teorem er sandt, og dermed bidrager de ikke til elevens forståelse af teoremet. Dette er et gennemgående princip hos Hanna, og vi er ikke uenige, men i det følgende afsnit vil vi dog moderere synspunktet lidt. 
3.4.1 Induktionsbevisets værdi Hanna argumenterer for, at der ikke vil gå noget tabt i forhold til matematikundervisningens formidling af matematisk praksis ved helt at udelade beviser, der ikke forklarer. Som det blev vist i forrige afsnit, er induktionsbeviset for, at summen af de første n positive heltal er lig med n(n+1)/2 et eksempel på et bevis, der ikke forklarer, men blot beviser. Beviset fortæller tydeligvis intet om, hvorfor det forholder sig sådan, og Hanna kommer med flere langt mere oplysende beviser for den samme påstand. I den forstand er der intet til hinder for at undgå induktionsbeviset og i stedet benytte sig af ét af de andre. Men selvom et induktionsbevis ikke giver eleven nogen indsigt i, hvorfor den påstand, der bevises, er sand, kan der være andre gode grunde til at inddrage induktionsbeviser i matematikundervisningen.   Matematisk induktion kan nemlig, ud over blot at anvendes som bevisteknik, bidrage til forståelsen af de naturlige tals egenskaber og disses anvendelse i matematiske definitioner [Palla et al. 2012]. Princippet i matematisk induktion er Peanos femte aksiom for de naturlige tal, som lyder: Hvis en mængde indeholder 1 og efterfølgeren til ethvert tal er i mængden, så indeholder mængden alle de naturlige tal3 [Encyclopaedia Britannica 2013].   I en undersøgelse blandt græske skoleelever i Upper Secondary School (hvilket aldersmæssigt svarer til det danske gymnasium [Infomobil 2013]), blev elevernes forståelse af matematisk induktion testet kort efter, at de havde modtaget undervisning i det af deres egen matematiklærer. I én af opgaverne skulle eleverne selv formulere et udsagn ud fra et geometrisk mønster og efterfølgende konstruere et bevis for udsagnet. Undersøgelsen viste, at mange elever nåede frem til den rigtige antagelse ud fra en generalisering af resultatmønstre (RPG), men de var ikke i stand formulere et algebraisk udsagn, som de efterfølgende ville kunne gennemføre et induktionsbevis for. Resultaterne af undersøgelsen pegede således på, at eleverne ikke havde udviklet evnen til at tænke i                                                         3 Encyclopaedia Britannica og mange andre kilder anfører faktisk 0 som det første element, men blandt matematikere og i matematikbøger regnes 0 typisk ikke blandt de naturlige tal. Når vi alligevel har valgt encyklopædien som kilde, skyldes det, at aksiomet her er formuleret kort og let forståeligt. 
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PPG. Endvidere syntes størstedelen af eleverne ikke at have forstået, hvorfor induktion kun kan anvendes, når beviset involverer de naturlige tal.  Under samtaler med de deltagende lærere viste det sig, at lærerne foretrak at undervise i matematisk induktion som en række trin, der blot skulle følges mekanisk, uden at gøre rede for strukturen bag bevisteknikken. Lærerne valgte denne fremgangsmåde, fordi de fandt, at eleverne havde svært ved at forstå induktionsprincippet konceptuelt. [Palla et al. 2012]  Det rejser spørgsmålet, om ikke årsagen til, at mange elever har vanskeligt ved at forstå matematisk induktion, netop er, at de ikke får en tilfredsstillende forklaring på strukturen bag. En sådan forklaring forudsætter, at eleverne kender til mængdelære og forstår de naturlige tals egenskaber, herunder velordning. Men når dette er på plads, er der ikke langt til at forstå induktionsprincippet. Omvendt vil man givetvis støde på problemer i mange andre sammenhænge, hvis ikke man har forstået disse grundlæggende koncepter. Der kan derfor være megen læring at hente i forståelsen af matematisk induktion. Denne argumentation understøttes af vores egne erfaringer som studerende, og derfor vil vi hævde, at induktionsbeviser alene af den grund kan have deres berettigelse i matematikundervisningen.   Et andet argument for at beskæftige sig med induktionsbeviser er, at konstruktionen af et bevis ved matematisk induktion forudsætter PPG [Pedemonte 2007]. Dermed er der en oplagt mulighed for at træne denne tænkemåde ved at lade elever arbejde med induktionsbeviser. Det afgørende i denne sammenhæng er at gøre eleverne opmærksomme på forskellen mellem at se mønstre i numeriske resultater (RPG) og i den proces, der genererer resultaterne (PPG). Heri ligger også forståelsen af, at kun den sidstnævnte metode kan anvendes i et egentligt bevis, som gælder i alle tilfælde. Denne forståelse af, hvornår et ræsonnement egentlig udgør et bevis og hvornår ikke, er en væsentlig del af det at besidde ræsonnementskompetence. En anden side af denne kompetence er naturligvis også selv at kunne udtænke og gennemføre både informelle og formelle ræsonnementer, og at kunne omforme heuristiske ræsonnementer til gyldige beviser. For at kunne opnå ræsonnementskompetence må eleverne altså for det første kunne skelne mellem PPG og RPG og være klar over begrænsningerne i sidstnævnte, og for det andet selv have øvelse i at gennemføre beviser baseret på PPG. I en undersøgelse af elevers vanskeligheder med at gå fra matematisk argumentation til egentlig bevisførelse fandt [Pedemonte 2007], i overensstemmelse med [Palla et al. 2012], at en væsentlig hindring for eleverne netop var, at de tænkte i RPG frem for PPG. [Mariotti 2006] peger på, at man ved at fremme elevernes evner for PPG kan gøre introduktionen til matematisk induktion lettere for dem. Men set i lyset af, at PPG er en central matematisk tænkemåde, er der snarere grund til at vende argumentet om og advokere for, at matematisk induktion anvendes som redskab til at træne elever i PPG. Induktionsbeviset udgør en helt bestemt form for ræsonnement, som det i sig selv er nok så værdifuldt at kunne mestre, men det giver også anledning til at træne den matematiske tænkemåde mere generelt. 
3.4.2 Delkonklusion K11: Opmærksomhed på bevisets formål kan gøre det klarere hvilke elementer i beviset, der bidrager til læring, og på hvilken måde.   
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K12: Beviser, der forklarer, kan være med til at give indsigt i den specifikke matematiske disciplin, men beviser, der ikke virker forklarende, kan med fordel anvendes med andre undervisningsmål for øje. 
3.5 Bidrag til den matematiske værktøjskasse Vi kan udvide perspektivet i forhold til beviser, der forklarer, ved at tage udgangspunkt i følgende tese, som præsenteres af [Rav 1999]: 
 
(…) conceptual and methodological innovations are inextricably bound to the search for and 
the discovery of proofs, thereby establishing links between theories, systematising knowledge, 
and spurring further developments. Proofs, I maintain, are the heart of mathematics, the royal 
road to creating analytic tools and catalysing growth.   [Rav 1999] [Hanna & Barbeau 2008] sætter denne betragtning ind i et uddannelsesmæssigt perspektiv ved at spørge: Kan beviser mere end blot forklare en given sætning? Kan de også introducere eleverne til matematiske metoder, værktøjer, strategier og begreber?  I afsnit 3.4 så vi allerede, at der viste sig at være et element af metoder og værktøjer, som blev taget i brug i beviserne. I det følgende eksempel fra [Hanna & Barbeau 2008] ser vi på endnu flere aspekter af dette.  Vi vil vise, at andengradspolynomiet med ligningen  
 har rødderne 
 Man kan hurtigt verificere, at formlen er rigtig, ved at indsætte x‐værdierne fra rodformlen i kvadratligningen igen og konstatere, at formlen holder. Vi forsøger os med den ene rod: 
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Selvom det er en noget kompleks substitution, er resultatet validt nok: Vi har fået verificeret formlen. Substitutionen sætter fokus på resultatet og viser, at x er en rod, men der gives ingen forklaring på, hvordan sådan et udtryk for rødderne er opstået. Den giver således ingen indsigt i andre kvaliteter og egenskaber ved den kvadratiske ligning og lignende funktioner. En anden mangel ved denne fremgangsmåde er, at vi ikke får nogen garanti for, at der ikke er flere løsninger til ligningen.  Hvis vi i stedet sætter fokus på strategien og processen, der er involveret i at finde rødderne i et andengradspolynomium, kan vi tage udgangspunkt i vores grundlæggende viden på området: Hvad ved vi om andengradsligninger, og hvor kan vi begynde?  Det er generelt vigtige overvejelser, som er væsentlige at fremhæve i undervisningen, fordi de går igen i alle former for problemløsning. Som udgangspunkt ved vi følgende: 1. Hvis k ≥ 0 har ligningen x2 = k , der kan skrives op som (x + √k)(x ­ √k)= 0, netop løsningerne x = ±√k. 
 2. Heraf følger, at hvis k ≥ 0, så har andengradsligningen (x + a)2 = k netop løsningerne 
x + a = ±√k dvs. x = − a ±√k Idéen er, at vi omskriver løsningerne til ligningen ax2 + bx + c = 0 (såfremt de findes) til formen i punkt 2 ovenfor. Dette kaldes at komplettere kvadratet. Udfordringen er, at det lineære led bx også skal håndteres, når vi vil finde generelle løsninger for andengradsligninger. Vi må indse, at ax2 + bx kan skrives som a(x2 + (b/a)x), og at det, der står i parentesen, er de første to led i det kompletterede kvadrat: (x + b/2a)2. For at få hele kvadratet må vi tilføje det sidste led b2/4a2 og trække det fra igen. Dermed ser det samlede bevis for a ≠ 0 ud som følger: 
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Beviset benytter sig af følgende teknikker:  
• At addere et udtryk på begge sider af lighedstegnet, så vi har noget at arbejde videre med. De elever, der forsætter indenfor matematikken vil med sikkerhed møde denne øvelse igen.  
• At faktorisere udtrykket og komplettere kvadratet. Hanna tilføjer, at det at komplettere kvadratet ikke er en teknik, der logisk følger af tidligere sætninger eller aksiomer, men en emnespecifik metode, som kan anvendes i andre lignende situationer. Ud over disse metoder bidrager beviset til at øge forståelsen for algebra som disciplin, idet formålet er at hente informationer ud af de matematiske udtryk, der arbejdes med. De metoder og manipulationer, som er anvendt i beviset, bidrager således hertil. Teknikker og strategier er altså tilføjelser til elevernes matematiske værktøjskasse, som de kun får med, når de ser og arbejder med beviser, der er valgt for deres indhold og ikke alene for resultatets skyld.  Et andet aspekt af Ravs tese er, at vi kan tage flere beviser op for samme sætning, sådan som [Hanna & Barbeau 2008] gør det i forbindelse med den euklidiske geometris sætning: ”En trekant udspændt af diameteren og et punkt på en cirkel er en retvinklet trekant”.    1. Standardargumentet tager udgangspunkt i den observation, at med O i centrum af cirklen, er AO, BO og CO lige lange, og dermed haves nogle kongruente vinkler i de to ligebenede trekanter AOC og BOC. Så kan vi konkludere, at vinkel C i den store trekant ABC er kongruent med summen af vinkel A og B og dermed retvinklet. På den måde bringer beviset viden om ligebenede trekanter og summen af vinklerne i trekanten i spil.  
 Figur 3.5: En trekant indskrevet i en halvcirkel. Fra [Hanna & Barbeau 2008]. 2. En anden tilgang er at forlænge linjestykket CO til X. Vi minder om, at i en trekant er den eksterne vinkel kongruent med summen af de to modstående interne vinkler. Således er den eksterne vinkel XOB det dobbelte af vinklen OCB og den eksterne vinkel XOA det dobbelte af vinklen ACO. Det betyder at den vinkel, der er udspændt af AOB (altså den rette linje) er det dobbelte af vinklen ACB, hvilket betyder, at ACB er en ret vinkel.  
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 Figur 3.6: Forlængelse af linjestykket CO. Fra [Hanna & Barbeau 2008]. 3. Det næste bevis bruger to transformationer som argument. Trekanten skaleres med ½ med centrum i B. Denne skalering flytter A til O og C til punktet E, som er midtpunktet på linjestykket CB. Det betyder, at OE bliver median i trekanten COB, og fordi COB er ligebenet, er medianen vinkelret på linjestykket CB. Når trekanten igen skaleres op til oprindelig størrelse, bevares vinklerne, så linjestykket AC er vinkelret på CB. Der benyttes altså i dette bevis et symmetrielement, som ikke er åbenlyst i den oprindelige sætning. På den måde trækker beviset på anden matematisk viden, så det ikke foregår ved direkte deduktion alene.  4. Vi anbringer nu cirklen i et koordinatsystem, således at diameteren går fra (–1,0) til (1,0), og lader C have koordinaterne (x,y). Så kan vi skrive hældningen af linjestykket AC som y/(x+1) og hældningen af linjestykket BC som y/(x–1). Da vi ved, at C ligger på cirklen, kan vi skrive: 
  Nu har vi altså, at produktet af hældningerne af de to linjestykker, som mødes i C, er lig med –1. Det betyder, at de skærer hinanden i en ret vinkel.  5. Endelig er der vektorbeviset, som kan udføres med og uden koordinater. Uden koordinater kan det fremstilles meget elegant: Vi lader centrum være startpunkt for vektorerne. Så er A = –B og C2 = B2 = A2 er kvadratet på radius af cirklen. Dermed gælder for skalarproduktet af vektorerne AC og BC, at (C – B)(C – A) = C2 – C(A+B) + AB = 0. At skalarproduktet er 0 betyder, at de to vektorer er vinkelrette på hinanden.   
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 Figur 3.7: Illustration til vektorbeviset. Fra [Hanna & Barbeau 2008]. [Hanna & Barbeau 2008] formidler beviserne med hver deres strategier, metoder og processer for at give eleverne muligheden for at forstå nuancerne og de mange forskellige vinkler, matematikken kan opbygges fra. Beviset skaber på den måde forbindelse mellem flere matematiske discipliner og giver derved et indblik i forskelle og ligheder imellem dem. På den måde kan de rette beviser formidle en meget rigere forståelse af matematikken, end hvis vi alene fokuserer på at retfærdiggøre udsagnene og tage dem i anvendelse. Beviserne kan altså tjene til at bringe de kompetencer, der er i brug, op på et højere niveau. Dertil kommer, at vi får styrket repræsentationskompetencen ved at bringe forskellige repræsentationer i spil og se på forbindelserne mellem dem. 
3.5.1 Delkonklusion K13: Beviser indeholder idéer, metoder og strategier, som kan anvendes på tværs af matematiske discipliner og bidrage til udviklingen af problembehandlings‐ og ræsonnementskompetence.  K14: Gennemgang af forskellige beviser for den samme sætning kan medvirke til at give eleverne overblik over forskellige matematiske discipliner og bidrage til udvikling af repræsentationskompetence. 
3.6 Systematisering af viden Som det fremgik af afsnit 3.2 er det oplagt, at det at arbejde med beviser og bevisførelse i undervisningen kan være med til at imødekomme de intellektuelle behov, der vedrører sikkerhed, kausalitet og kommunikation. Men som det påpeges flere steder i litteraturen [de Villiers 1990; Hanna & de Villiers 2008; Hemmi 2008] spiller beviser også en rolle i forhold til at systematisere og skabe sammenhænge i matematikken. Et særligt eksempel på dette er beviserne i Euklids Elementer. Her er beviserne mindre interessante i deres egenskab af beviser, fordi det, der bevises, ofte er selvindlysende. Til gengæld er de væsentlige, fordi de tjener til at systematisere matematikken [de Villiers 1990; Mariotti 2006]. Denne systematisering af viden hvor nye egenskaber således relateres til egenskaber, som allerede er bevist og accepteret som værende sande, har stor betydning for forståelsen af matematikken [Mariotti 2006]. Det intellektuelle behov for sammenhæng og struktur kan derfor formentlig tilskrives et behov for at opnå den form for forståelse, der 
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kommer af at have et sådant overblik. Der er således grund til at formode, at det at arbejde med beviser og bevisførelse kan medvirke til, at eleverne får styrket deres fornemmelse af sammenhæng og struktur i de forskellige delområder af matematikken, hvilket i sig selv kan bidrage til deres forståelse af stoffet. Og måske er der grund til at fremhæve dette aspekt over for eleverne. Som [de Villiers 1990] skriver, er det under falske forudsætninger, når lærere i introduktionen til euklidisk geometri typisk gennemgår beviser med henvisning til, at det er nødvendigt at sikre sig, at det beviste er sandt.  
(…) conviction is not gained exclusively from proof alone nor is the only function of proof 
that of verification/conviction. Not only does such an approach represent intellectual 
dishonesty, but it also does not make sense to pupils, especially where self­evident or 
easily verifiable statements are concerned.  [de Villiers 1990] Hvis det, der bevises, forekommer eleverne at være selvindlysende, kan de have svært ved at se behovet for et bevis og derfor tabe interessen for at forstå beviset. Denne reaktion kan imødegås ved at lægge større vægt på bevisernes systematiserende funktion og nødvendigheden af sammenhæng og konsistens i matematikken. Dermed vil beviset komme til at opfylde et andet intellektuelt behov – behovet for sammenhæng og struktur – i stedet for at søge at opfylde et behov, som eleverne ikke har.  Systematiseringen er imidlertid ikke kun en vej til bedre at forstå matematikken, men en nødvendighed for at sikre sammenhæng og konsistens i dens konstruktion, og systematiserende beviser kan være med til at give indsigt i, hvordan matematikken er opbygget. En tilgang, hvor der sættes fokus på bevisets funktion som metode til at sætte matematikken i system, vil således også kunne bidrage til elevernes overblik og dømmekraft vedrørende matematikkens karakter som fagområde.  Dette er et argument for, at det også kan være værdifuldt at arbejde med beviser af mere formel karakter, hvis primære formål er at sætte definitioner og teoremer i system, selvom denne type af beviser måske ikke umiddelbart bidrager noget videre til forståelsen af det konkrete matematiske emne. På lidt længere sigt kan de bidrage til en dybere forståelse, men det kræver et større arbejde at sætte sig ind i dem, og derfor kan de i første omgang virke mere forvirrende end forklarende. I konstruktionen af et bevis vil der imidlertid ofte være en konflikt mellem bevisets evne til at bevise, til at forklare og til at formidle [Balacheff 2010].  Et bevis, der systematiserer, har først og fremmest til formål at bevise noget i forhold til noget andet, hvilket betyder, at det inddrager andre matematiske definitioner, teoremer og begreber. Det kan i sig selv være med til at sløre den forklarende egenskab. Derfor kan det være vanskeligt at finde beviser, som både systematiserer og forklarer. Beviser med en systematiserende egenskab vil således ofte have karakter af at være beviser, der ”kun” beviser. Et eksempel på et sådant bevis er følgende bevis for mellemværdisætningen fra [Wade 2010], som inddrager ikke færre end fem andre sætninger og adskillige begreber fra den matematiske analyse.  Inden vi gennemgår beviset, vil vi (uden bevis) opsummere de fem sætninger, det tager i anvendelse4.                                                          4 Nummereringen er den, som er anvendt i [Wade 2010], ligesom de engelske betegnelser også er herfra. 
  45 
 Postulat 3 (Completeness Axiom): Hvis E er en ikke‐tom, opadtil begrænset delmængde af R, så har E et (endeligt) supremum.  Teorem 2.11: Lad E ⊆ R. Hvis E har et endeligt supremum (hhv. et endeligt infimum), så findes en talfølge xn ∈ E således at xn → sup E (hhv. xn → inf E) for n → ∞.   Teorem 2.17 (Comparison Theorem): Antag at {xn} og {yn} er konvergente talfølger. Hvis der findes et N0 ∈ N således at xn ≤ yn for n ≥ N0, så gælder der, at limn → ∞ xn ≤ limn → ∞ yn. Specielt, hvis xn ∈ [a, b] konvergerer mod et punkt c, så må c tilhøre [a, b].  Bemærkning 3.20: Lad I være et åbent interval indeholdende et punkt a og funktionen f: I → 
R. Da er f kontinuert hvis og kun hvis f(a) = limx → a f(x).  Lemma 3.28: Antag at a < b og funktionen f: [a, b[ → R. Hvis f er kontinuert i et punkt x0 ∈ [a, b[ og f(x0) > 0, da findes et positivt tal ε og et punkt x1 ∈ [a, b[ således at x1 > x0 og f(x) > ε for alle x ∈ [x0, x1].  Med disse fem sætninger genopfrisket er vi klar til at gå igennem beviset for mellemværdisætningen:  Mellemværdisætningen (Intermediate Value Theorem): Lad I være et ikke‐degenereret interval og funktionen f: I → R være kontinuert. Hvis a, b ∈ I, a < b, og hvis y0 ligger mellem f(a) og f(b), så findes der et x0 ∈ ]a, b[ således at f(x0) = y0.  Bevis: Antag at f(a) < y0 < f(b). Se nu på mængden  E = {x ∈ [a, b] : f(x) < y0}. Eftersom a ∈ E og E ⊆ [a, b] må E være en ikke‐tom, begrænset delmængde af R. Derfor må x0 := sup E ifølge postulat 3 (Completeness Axiom) være et endeligt, reelt tal.  Tilbage er nu at vise, at x0 ∈ ]a, b[ og f(x0) = y0.  For at gøre dette anvendes teorem 2.11, idet der vælges en talfølge xn ∈ E således at xn → x0 når n → ∞. Eftersom E ⊆ [a, b] må der ifølge teorem 2.17 (Comparison Theorem) gælde, at  x0 ∈ [a, b]. Endvidere, idet f er kontinuert og som følge af definitionen på E, bemærkning 3.20 samt teorem 2.17, gælder der f(x0) = limn → ∞ f(xn) ≤ y0.  For at vise f(x0) = y0 antages det modsatte: f(x0) < y0. Da er y0 – f(x) en kontinuert funktion i intervallet [a, b[ hvis værdi i x = x0 er positiv. Derfor kan der ifølge lemma 3.28 vælges et ε og et x1 > x0 således at y0 – f(x1) > ε > 0. Specielt gælder, at x1 ∈ E og x1 > sup E, hvilket er en modsigelse.  Dermed er det således vist, at x0 ∈ [a, b] og y0 = f(x0). Men da f(a) < y0 < f(b) ifølge den indledende antagelse følger heraf, at x0 ikke kan være lig med hverken a eller b. Deraf sluttes, at x0 ∈ ]a, b[.  Beviset er svært at følge for en elev, der ikke er fuldstændigt fortrolig med de sætninger, der henvises til, og derfor er dets forklarende egenskaber begrænsede. Beviset vanskeliggøres dog også af, at det er et modstridsbevis. Mellemværdisætningen kan let 
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forklares med en simpel tegning og nogle uformelle argumenter, som denne illustration fra [Olsker 2011] er et eksempel på.  
   Figur 3.8: Illustration af mellemværdisætningen. Fra [Olsker 2011]. Skitsen (hvor u svarer til y0 og c til x0 i beviset fra [Wade 2010]) viser tydeligt, at eftersom funktionen f er kontinuert, er den nødt til at gå igennem et punkt med værdien u for at nå værdien f(b). Således giver skitsen en forklaring på mellemværdisætningen, uden at den dog udgør et matematisk bevis. Men det analytiske bevis sætter sætningen ind i en sammenhæng med andre væsentlige sætninger og begreber, som dermed også bliver yderligere belyst. Dermed bidrager det analytiske bevis til forståelse i en bredere forstand end det simple, uformelle bevis. Der kan således være noget vundet ved at gå på kompromis med bevisets forklarende egenskab, hvis det sker til fordel for den systematiserende egenskab.   Systematiserende beviser kan altså være med til at styrke elevernes forståelse og håndtering af forskellige matematiske begreber, teoremer og definitioner, herunder specielt forståelsen af, hvordan de forholder sig til hinanden, hvilket alt sammen indgår i at besidde tankegangskompetence. Men derudover har det systematiserende bevis også den egenskab, at det øger opmærksomheden på bevisets forudsætninger. Hvilke definitioner anvendes? Hvilke sætninger bygger beviset på, og er de blevet bevist? Netop fordi man ikke kan forstå beviset uden at have forstået de definitioner og teoremer, som det bygger på, kommer de til at stå meget tydeligt frem. På den måde kan det systematiserende bevis være med til at fremhæve matematikkens aksiomatiske struktur.     I og med at forståelsen af matematikkens systematiske opbygning er et væsentligt element i det at besidde matematisk faglighed, er det nærliggende at overveje, om det ikke ville være formålstjenligt at opbygge matematikundervisningen på en tilsvarende systematisk måde, så matematikkens struktur fremstår tydeligere. I [Wade 2010], som er en lærebog i matematisk analyse rettet mod universitetsstuderende, behandles den matematiske analyse efter en sådan systematik. Bogen tager udgangspunkt i aksiomerne for de reelle tal. De første sætninger bevises ved hjælp af aksiomerne, hvorpå alle efterfølgende sætninger bevises udelukkende ved hjælp af aksiomerne og allerede beviste sætninger. En sådan fremgangsmåde er naturligvis meget tids‐ og arbejdskrævende, og for så vidt formålet er at give eleverne forståelse for matematikkens opbygning, kan mindre også gøre det. Man kan nøjes med et lokalt aksiomatisk grundlag, hvor det hen ad vejen defineres, hvad grundlaget er. Sætninger kan godt introduceres uden bevis. Det afgørende er, at eleverne forstår, at intet er ”faldet ned fra himlen”, men at hele samlingen af sætninger dybest set bygger på 
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nogle få, grundlæggende aksiomer. Hvad bevisførelse angår, er der imidlertid en stor styrke i at starte helt fra bunden. Det bliver langt mere overskueligt for eleverne at udarbejde deres egne beviser, fordi de ved nøjagtigt, hvilke byggesten de har at gøre godt med.   Et andet aspekt af bevisets systematiserende rolle fremsættes af [Hanna & de Villiers 2008], som påpeger, at nye resultater inden for matematikken ofte fremkommer gennem deduktiv ræsonnering fra givne, allerede beviste resultater gennem generalisering, specialisering eller sammenkædning af definitioner, aksiomer og teoremer. Systematikken i bevisførelse er altså også af stor betydning i forhold til at videreudvikle matematikken. I den forstand kan beviser opfattes som en vigtig del af den videnskabelige metode inden for matematik, hvilket er endnu en grund til at mene, at beviser og bevisførelse bør have en plads i matematikundervisningen, for så vidt dens formål er at give eleverne indsigt i matematikken som fagområde.  
3.6.1 Delkonklusion K15: Beviser, der har egenskab af at sætte aksiomer, definitioner, begreber, teoremer og andre matematiske resultater i system, bidrager til forståelse af systemets enkelte elementer, fordi eleven oplever dem i anvendelse og er nødt til at forstå dem for at kunne forstå beviset.   K16: Sådanne beviser, der i vid udstrækning bygger på tidligere resultater, øger desuden elevens opmærksomhed på bevisets forudsætninger.  K17: Systematiserende beviser giver eleven indsigt i matematikkens overordnede struktur og bidrager dermed til udvikling af overblik over matematikkens karakter som fagområde. 
3.7 En selvstændig og kritisk tilgang til matematikken I diskussionen af matematikundervisningens formål har vi med vilje undladt at forholde os til gymnasiebekendtgørelsen, selvom den netop udtaler sig om formålet med gymnasieuddannelsen. Dette skyldes for det første, at bekendtgørelsen er et politisk dokument, der uundgåeligt vil ændre sig med tiden, og for det andet, at bekendtgørelsen er formuleret på en sådan måde, at den i vid udstrækning er åben for fortolkning. Men inden vi afrunder diskussionen af, hvilke værdier beviser og bevisførelse kan tilføre matematikundervisningen, finder vi alligevel, at det er værd at kaste et kort blik på bekendtgørelsen. Vi har fremhævet nogle nøgleord med fed skrift.  
Uddannelsens formål 
§ 1. Uddannelsen til studentereksamen er en treårig ungdomsuddannelse, som er 
målrettet mod unge med interesse for viden, fordybelse, perspektivering og 
abstraktion, og som primært sigter mod videregående uddannelse. Uddannelsen 
udgør en helhed og afsluttes med en eksamen efter national standard. 
Stk. 2. Formålet med uddannelsen er at forberede eleverne til videregående uddannelse, 
herunder at de tilegner sig almendannelse, viden og kompetencer gennem 
uddannelsens kombination af faglig bredde og dybde og gennem samspillet mellem 
fagene. 
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Stk. 3. Eleverne skal gennem uddannelsens faglige og pædagogiske progression udvikle 
faglig indsigt og studiekompetence. De skal opnå fortrolighed med at anvende 
forskellige arbejdsformer og evne til at fungere i et studiemiljø, hvor kravene til 
selvstændighed, samarbejde og sans for at opsøge viden er centrale. 
Stk. 4. Uddannelsen skal have et dannelsesperspektiv med vægt på elevernes udvikling af 
personlig myndighed. Eleverne skal derfor lære at forholde sig reflekterende og 
ansvarligt til deres omverden: medmennesker, natur og samfund, og til deres egen 
udvikling. Uddannelsen skal tillige udvikle elevernes kreative og innovative evner og 
deres kritiske sans. 
Stk. 5. Uddannelsen og skolekulturen som helhed skal forberede eleverne til 
medbestemmelse, medansvar, rettigheder og pligter i et samfund med frihed og 
folkestyre. Undervisningen og hele skolens dagligliv må derfor bygge på åndsfrihed, 
ligeværd og demokrati. Eleverne skal derigennem opnå forudsætninger for aktiv 
medvirken i et demokratisk samfund og forståelse for mulighederne for individuelt og i 
fællesskab at bidrage til udvikling og forandring samt forståelse af såvel det nære som 
det europæiske og globale perspektiv. [Gymnasiebekendtgørelsen 2010] I en undersøgelse af svenske matematikstuderendes oplevelse af overgangen fra gymnasiet til universitetet dokumenterer [Hemmi 2008], hvordan mange studerende oplever et stort gab mellem undervisningen på gymnasie‐ og universitetsniveau, først og fremmest fordi beviser og bevisførelse har en langt mere fremtrædende rolle i universitetets matematikundervisning5. De studerende i undersøgelsen havde en oplevelse af, at de pludselig konstant blev udsat for beviser. Underviserne derimod oplevede ikke, at de beskæftigede sig ret meget med beviser. Disse modstridende opfattelser skyldtes formentlig en forskel i opfattelsen af, hvad bevisførelse er. Når underviserne præsenterede definitioner og på baggrund af disse udledte teoremer, opfattede de det ikke som bevisførelse; det var blot en fremgangsmåde, som forekom dem naturlig.  I en række interviews med underviserne fandt Hemmi imidlertid det synspunkt, at bevisførelse er en uadskillelig del af det at praktisere matematik, fordi enhver form for matematisk aktivitet indebærer, at man redegør og argumenterer for de skridt, man tager. Det er en form for bevisførelse, uanset om man kalder det bevisførelse eller ej. Dette synspunkt er et udtryk for den tidligere omtalte flydende overgang mellem argumentation og bevisførelse (se afsnit 3.3). Men uanset hvor man trækker skillelinjen, er den deduktive fremgangsmåde central for matematikken som den praktiseres på universitetsniveau. Da gymnasiet ifølge bekendtgørelsen skal forberede eleverne på videregående uddannelse, er der således belæg for at hævde, at beviser og bevisførelse bør have en vis plads i matematikundervisningen i gymnasiet alene af den grund. Når beviser og bevisførelse fylder meget i universitetets matematikundervisning, er det naturligvis en konsekvens af, at det deduktive ræsonnement generelt spiller en central rolle i matematikken. Det bliver blot tydeligere jo højere undervisningstrin, man befinder sig på. Det skal derfor understreges, at                                                         5 Med udgangspunkt i vores egne erfaringer tillader vi os at antage, at en tilsvarende undersøgelse blandt danske matematikstuderende ville føre til lignende resultater. 
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det i sig selv er en vigtig grund til at søge at udvikle ræsonnementskompetence på alle undervisningstrin, hvilket vi også tidligere har argumenteret for (afsnit 3.3.3). Bekendtgørelsen hylder desuden princippet om, at elever skal lære at tænke selvstændigt og forholde sig kritisk til deres omverden. At kunne føre beviser en central kompetence i forhold til at kunne forme selvstændig matematisk tænkning og forholde sig kritisk til matematiske påstande. Således påpeger [Niss 2005], at beviset er den vigtigste og ofte den eneste mulige måde hvorpå man kan underbygge matematiske påstande, og at dette forhold bør understreges i matematikundervisningens behandling af beviser og bevisførelse. Niss understreger endvidere vigtigheden af at lære eleverne at være opmærksomme på de omstændigheder, antagelser og forudsætninger, der gør sig gældende i et bevis. På hvilken måde afhænger den beviste påstand af disse forhold, og hvilken indflydelse har de på bevisets udformning? Disse overvejelser hører med til at kunne forholde sig selvstændigt og reflekterende til matematikken. Af samme grund er det væsentligt, at eleverne ikke blot præsenteres for gennemarbejdede beviser, men også får til opgave selv at føre beviser, så deres opmærksomhed på bevisets forudsætninger skærpes.  I tråd med Niss udtrykker nedenstående citat af Balacheff med andre ord, at beviset er en essentiel del af den matematiske videnskabelige metode og som sådan uadskillelig fra det at lære og forstå matematik.  
”… as for any other domain, learning and understanding mathematics cannot be 
separated from understanding its intrinsic means for validation: mathematical proof.” [Balacheff 2010] I KOM‐projektets terminologi kan man sige, at det at forstå bevisets rolle som videnskabelig metode inden for matematikken er uundværligt for den form for overblik og dømmekraft, der vedrører matematikkens karakter som fagområde. Som det blev anført i afsnit 3.1.4 er muligheden for fuldkommen validering af resultater via bevisførelse netop ét af de væsentligste punkter, hvorpå matematikken  som videnskab adskiller sig fra andre discipliner. På den ene side kan man mene, at dette sætter nogle begrænsninger på muligheden for at tænke selvstændigt. Det stiller i hvert fald krav om en mere stringent tankegang. På den anden side har det også den konsekvens, at man som elev kan deducere sig frem til et matematisk udsagn og på fuldkommen lige fod med sin lærer argumentere for, at det er sandt, hvilket danner grobund for en anden form for selvstændighed. Men denne kan kun opnås i det omfang eleven mestrer en korrekt, deduktiv tænkemåde, hvorfor arbejdet med beviser og bevisførelse er afgørende for at opnå en selvstændig og kritisk tilgang til matematikken. 
3.7.1 Delkonklusion K18: Bevisførelse fylder meget i universitetsundervisningen, så hvis gymnasiet skal være studieforberedende, bør beviser ikke udelades i gymnasieundervisningen.  K19: Bevisførelse er matematikkens videnskabelige metode til validering af resultater; derfor hører kendskab til bevisførelse med til overblik over og dømmekraft i forhold til matematikkens karakter som fagområde. 
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 K20: Elever må beherske den deduktive tænkemåde for at kunne forholde sig selvstændigt og kritisk til matematikken.   
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4 Konklusion 
Beviser og bevisførelse i matematikundervisningen kan bidrage til at opbygge og udvikle elevernes evne til at følge, bedømme og gennemføre et deduktivt ræsonnement, hvilket i KOM‐modellen svarer til at besidde ræsonnementskompetence. Det empiriske bevisskema er dominerende hos mange elever, og det kan vanskeliggøre overgangen til at anvende et deduktivt bevisskema, fordi de har større erfaring med det empiriske bevisskema fra andre sammenhænge. Det deduktive ræsonnement er en fundamental tænkemåde inden for det matematiske fagområde, som ikke kun finder anvendelse i forbindelse med bevisførelse. Et matematisk ræsonnement kan således beskrives generelt som en kæde af argumenter fremsat til støtte for en påstand [Niss et al. 2002]. Dermed er ræsonnementskompetencen ikke begrænset til en bevisforståelses‐ og bevisførselskompetence, men det at forstå hvad et matematisk bevis er, og hvordan det adskiller sig fra andre matematiske ræsonnementer, er en del af det at besidde ræsonnementskompetence. Det deduktive ræsonnement er ikke en disciplin, som kan læres ved direkte instruktion. Ræsonnementskompetence må opbygges og udvikles gennem gentagen demonstration og øvelse, hvilket kan ske ved at arbejde med beviser og bevisførelse i undervisningen. Ydermere bliver eleverne derigennem gradvist mere fortrolige med de uartikulerede sociomatematiske normer for, hvad der udgør et tilfredsstillende matematisk bevis.  Beviser og bevisførelse kan også på forskellig vis bidrage til udviklingen af andre kompetencer. Øvelsen i at fomulere den påstand, der bevises og den konklusion, der søges, er med til at udvikle elevernes tankegangskompetence, og udtænkning af en strategi for beviset træner deres problembehandlingskompetence. Formidling af et bevis i skrift eller tale bidrager til udviklingen af kommunikationskompetence, og dertil kommer, at en formel fremstilling kræver symbol‐ og formalismekompetence. Endelig kan det styrke elevernes repræsentationskompetence at se og arbejde med forskellige beviser, som giver forskellige repræsentationer af den samme sag.   I bevisførelse spiller adskillige kompetencer således sammen, hvilket er både en udfordring og en styrke i forhold til at lade elever arbejde aktivt med bevisførelse i undervisningen. Mangler inden for én matematisk kompetence kan bremse udviklingen af andre kompetencer. Hvis de involverede kompetencer er til stede på et rimeligt fundamentalt niveau, er der imidlertid mulighed for at styrke både de individuelle kompetencer og samspillet mellem dem gennem træning i at forstå og føre beviser.  Elevernes intellektuelle behov kan bruges som løftestang i undervisningen, fordi nysgerrighed fordrer læring, men beviser kan også anvendes til at fremprovokere et intellektuelt behov. Dette vedrører i særdeleshed beviser, der på en overraskende måde når frem til et resultat, eller beviser, der forklarer eller beviser et resultat, som forekommer kontraintuitivt. Det er langt fra givet, at alle elever på forhånd har en nysgerrighed over for matematik og beviser i særdeleshed, og derfor er det væsentligt, at undervisningen i beviser og bevisførelse sigter mod at stimulere elevernes intellektuelle behov.  
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Opmærksomhed på bevisets formål kan gøre det klarere hvilke elementer i beviset, der bidrager til læring, og på hvilken måde. Beviser, der forklarer, kan være med til at give indsigt i den specifikke matematiske disciplin, men beviser, der ikke virker forklarende, kan med fordel anvendes med andre undervisningsmål for øje. Det kan endvidere være hensigtsmæssigt at gøre elever opmærksomme på bevisets forskellige funktioner og således undgå at hævde, at et bevis er til for at bevise, at noget er sandt, hvis dets primære formål er et andet. Beviser, der har egenskab af at sætte aksiomer, definitioner, begreber, teoremer og andre matematiske resultater i system, bidrager til forståelse af systemets enkelte elementer, fordi eleven oplever dem i anvendelse og er nødt til at forstå dem for at kunne forstå beviset. Sådanne beviser, der i vid udstrækning bygger på tidligere resultater, øger desuden elevens opmærksomhed på bevisets forudsætninger. Endvidere giver de indsigt i matematikkens overordnede struktur og bidrager dermed til udvikling af overblik over matematikkens karakter som fagområde.  Et andet aspekt af bevisers værdi for matematiklæring er, at mange beviser indeholder værdifuld information om de matematiske discipliner, de har at gøre med. Det kan være forklaringer af eller sammenhænge mellem resultater, som bidrager til elevernes indsigt i og overblik over den matematiske disciplin, idet aksiomer, definitioner og teoremer sættes i forbindelse med hinanden, hvilket er med til at tydeliggøre den samlede struktur. Det kan også være idéer, metoder og strategier, som kan medvirke til at skabe en større sikkerhed i omgangen med den enkelte matematiske disciplin. Sådanne værktøjer kan også være til hjælp i løsningen af andre problemer, og i mange tilfælde kan de også anvendes på tværs af matematiske discipliner.   Evnen til at forstå og gennemføre et deduktivt ræsonnement med henblik på at kunne bevise eller forkaste en matematisk påstand eller løsning er desuden en forudsætning for at kunne forholde sig selvstændigt og kritisk til matematikken. Bevisførelse er matematikkens videnskabelige metode til validering af resultater, og denne metode ligger således til grund for den systematisk opbyggede struktur, der er karakteristisk for matematikken som fagområde. I undervisningen kan beviser og bevisførelse derfor bidrage til en indsigt i, hvordan nye matematiske resultater skabes, hvilket hører med til at have overblik over matematikkens karakter som fagområde. Slutteligt må det tilføjes, at bevisførelse fylder meget i matematikundervisningen på universitetet. Derfor bør beviser ikke udelades i gymnasieundervisningen, hvis ét af formålene med en studentereksamen er, at den skal være studieforberedende. 
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